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Espaces de configuration

M : variété lisse compacte sans bord de dimension n (+ adjectifs)

COIlfk(M) = {(Xla"'vxk) € MXk |Xf 7éXJVI7é./}

Obtenir un modele de Confy(M) a partir d'un modeéle de M \
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® Le modele

® Action de |'opérade de Fulton—MacPherson

© Esquisse de preuve grace a la formalité de Kontsevich

O Calcul de I'homologie de factorisation
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Le modéle
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Modeles

On se place dans le cadre des modeles rationnels/réels :
A~ Q*(M) « formes sur M » (de Rham, polynomiales par morceaux...)

ou A est une CDGA (algebre différentielle graduée commutative) eXpliCite »

M simplement connexe = A contient tout le type d’homotopie
rationnel /réel de M

Confy (M) est une variété lisse aussi; on cherche une CDGA
~ Q*(Conf,(M)) construite a partir de A
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Le modéle
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Modeéles a dualité de Poincaré

CDGA a dualité de Poincaré (A, d,c) (exemple : A= H*(M))
e (A, d) : CDGA connexe de type fini;
e c: A" > ktqg.eod=0;
o t.q. AK®@ A"k 5k a® b+ c(ab) est non-dégénéré

Théoreme (Lambrechts—Stanley 2008)

Qf (M) < - = JA
Toute variété simplement connexe admet
. P \ ’/35
un tel modéle Ju Tk

Remarque

Hypothése raisonnable : L ~ L’ non simplement connexe t.q.
Conf(L) # Confy(L") Vk > 2 [Longoni-Salvatore].
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Le modéle
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Classe diagonale

En cohomologie, on a la classe diagonale

[M] € Hy(M) = 6.[M] € H,(M x M) I(x) = (x, x)
o Ay € H"(M x M)
Représentant explicite dans un modele a dualité de Poincaré

(A, d,e) :
Ap=>(-1)a @3 € (Az A)"

{a,‘} : base gradUée ) E(Qiaj\-/) = 6’] (A4 indépendante de la base choisie)

Propriétés

e (a®1)Aa = (1® a)Aa « concentrée autour de la diagonale »
e A ALY A Ap i e(A) = x(A) - vola

Najib Idrissi Le modéle de Lambrechts—Stanley des espaces de configuration



Le modéle
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Le modele de Lambrechts—Stanley

Confy(R") est une variété formelle, de cohomologie [Arnold—Cohen]

H*(Confk(R”)) = S(Ldij)1§;7gjgk//, degw,—j =n-—1

2
| = <0in = :|:(AJ,‘J‘, Wi = 0, WijWijk +ijwki +Wkiwlj — 0>

Ga(k) modele conjectural de Conf, (M) = M*k\ Uiz Qi

o « Générateurs » : A®% @ S(wj)1<izj<k

e Relations :
e Relations d'Arnold pour les w;
e pi(a)-wy=pj(a)-wy (pila) =1l wlovanle. -wl)

o dwjj = (pj - P )(An).
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Le modéle
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Premiers exemples

Ga(k) = (A¥* @ S(wj)i<icj<k/J, dwij = (p} - p})(AA))

Ga(0) = R : modeéle de Confp(M) = {2} Vv

Ga(l) = A : modéle de Conf; (M) =M

Ga(2) = (A®A®1 ® AR AR w
l1®a@up=a®1l®uwn

Z(ARAR]1 ® A®a AR w2, dwip = Aa® 1)

Z(ARARL © ARw, dwny =Aa®1)

= A%2/(AR)

,dwip = Ap ® 1>
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Le modéle
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Historique rapide de G

1969 [Arnold—Cohen] H*(Confy(R")) &~ "Gy (rny (k)"
1978 [Cohen-Taylor] E? = Gy« (my(k) = H*(Conf(M))
1994 Pour les variétés projectives complexes compactes lisses
(= Kahler) :
o [K#Z] Gy-(m)(k) modele de Confy(M)
e [Totaro] La SS de Cohen—Taylor SS dégénere

2004 [Lambrechts—Stanley] A®?/(A4) modele de Confa(M) pour
une variété 2-connexe

2004 [Félix-Thomas, Berceanu—Markl-Papadima] G\,f,*(M)(k) =
page E? de la SS de Bendersky—Gitler pour
HA(M**, Uiz Ay)

2008 [Lambrechts=Stanley] H*(Ga(k)) =5, —gvect H*(Confi(M))

2015 [Cordova Bulens] A®?/(A4) modele de Confa(M) pour
dimM =2m



Le modéle
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Premiere partie du théoreme

Théoreme (1.)

Soit M une variété lisse, compacte, sans bord, simplement connexe
et de dimension au moins 4. Alors Ga(k) est un modeéle réel de
Confy(M) pour tout k > 0.

dimM >3 = Confy(M) est simplement connexe quand M I'est
(cf. fibrations de Fadell-Neuwirth).

Corollaire
(A, d,e) contient tout le type d’homotopie réel de Conf (M)

En dimension 3 : M = S3 (conjecture de Poincaré) et on peut
démontrer directement la conjecture sur Q
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Opérade de Fulton—-MacPherson
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Compactification de Fulton—MacPherson

FM,(k) : Compactification de Fulton-MacPherson de Conf,(R")

(+ normalisation pour gérer la non-compacité de R")
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Opérade de Fulton—-MacPherson
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Compactification Fulton—MacPherson (2)

FMp (k) : compactification similaire de Confy (M)
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Opérade de Fulton—-MacPherson
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Opérades

Etudions tout {Conf,x(M)}x>0 = plus de structure

FM, = {FM,(k)}«>0 est une opérade : on peut insérer une
configuration infinitésimale dans une autre

SEN

FM, (k) X FMa(/) 25 FM(k4+ 1 —1), 1<i<k
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Opérade de Fulton—-MacPherson
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Structure de module

M parallélisée = FMp = {FMps(k)} x>0 est un FM,-module a
droite : on peut insérer une configuration infinitésimale dans une

configuration sur M
03 ‘ : ‘

FMpg(k) x FMa(1) 2 FMpy(k+1—1), 1<i<k
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Opérade de Fulton—-MacPherson
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Cohomologie de FM,, et coaction sur G

H*(FM,) hérite d'une structure de coopérade de Hopf
On peut récrire :

Ga(k) = (A®¥ @ H*(FM,(k))/relations, d)

Proposition

X(M) =0 = Ga = {Ga(k)}«>0 est un H*(FM,)-comodule de
Hopf a droite
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Esquisse de preuve
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Motivation

On veut mettre quelque chose ici :
Ga(k) <= 7 = Q" (FMy(K))

Si c’est vrai, on peut espérer qu'il y a quelque chose 13!

Ga = 7 —=— Q*(FMpy)
O O O
H*(FM,) +—— 7 —=— Q*(FM,)

Mais la ligne du bas est déja connue : formalité de FM,
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Esquisse de preuve
0®00

Les complexes de graphes de Kontsevich

[Kontsevich] Coopérade de Hopf Graphs, = {Graphs,,(k)}k>0

€ Graphs,,(3)

@

(2).F A

Théoréme (Kontsevich 1999. Lambrechts—Voli¢ 2014)
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Esquisse de preuve
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Complexes de graphes étiquetés

Rappel : pa

~» complexe de graphes étiquetés Graphsp, :

X

<> .y € Graphsg(1) (where x,y € R)

d(x y) &y, x di%

xA\/ "
+ j:( R YAR )
(Ar)

Identification supplémentaire : @ . = [ o(y)- @
M



Esquisse de preuve
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Version complete du théoreme

Théoreme (I., version compléte)

Pour toute variété M lisse, compacte, sans bord, simplement
connexe et de dimension > 4, on a:
Ga +———— Graphsp —— Qp, (FMy)

of of of
H*(FM,) +—— Graphs, —— Q},(FM,)

 quand x(M) =0
¥ quand M est parallélisée
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Homologie de factorisation
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Homologie de factorisation

FM,-algeébre : espace B + applications (+ compatibilités)

FMpo B = | | FMa(k) x B** — B
k>0

~ algébres commutatives « 3 homotopie prés » (jusqu'au degré n)
Homologie de factorisation de M a coefficients dans B :

/ B := FMy opy B =" Tor™ (FMy, B)"
M

= hocoeg(FMp o FM, o B = FMy o B)
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Homologie de factorisation
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Homologie de factorisation (2)

Dans les complexes de chaines sur R :

/ B := C.(FMy) o¢, (g, B
M
Formalité C.(FM,) ~ H.(FM,) =

Ho(C,(FM,)-Alg) ~ Ho(H,(FM,)-Alg)
B« 3B

Théoreme complet + « abstract nonsense » —
B ~ G} oF B
/M H, (FM,)
~~ bien plus calculable (dés qu'on connait B...)
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Homologie de factorisation
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Comparaison avec un théoréeme de Knudsen

Théoreme (Knudsen, 2016)

3Un

- 0 ~A .
Lie-Alg «—— FM,-Alg S Un(g) =~ CEE(Apf (M) ® g)

Abstract nonsense —

C.(FM,)-Alg +— H,(FM,)-Alg
Un(g) +— S(Z'"g)

Proposition

G OHF/*(FM") S(Z'"g) = Ga OH, (FM,) S(Z' g = AT @ g)
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Merci de votre attention !

arXiv:1608.08054
Ces diapos en ligne — http://math.univ-1lillel.fr/~idrissi/
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