Théorie de 'Homotopie 18 février 2020

Examen

Durée : 3 heures. Les notes de cours sont autorisées. Le matériel électronique est interdit.

Exercice 1 Soit C une catégorie de modeles. Considérons un
cube commutatif comme a droite. \L \

~

Supposons que la face (A,B,C,D) du fond et la face

S| —w

,%Q /\/\H
N N
:\:

Q

(A’',B',C',D") de l'avant sont des pushouts (D = B Uy C et C \L
D" = B Uy C').Soith : Cuy A" - C' le morphisme induit \
par la face de gauche. Montrer que si f et h sont des cofibrations, C’
alors g aussi.

~

Solution : Il suffit de montrer que g a la LLP par rapport aux fibrations acycliques. Soit un carré
commutatif ot1 p est une fibration acyclique :

On peut considérer le diagramme élargi en rajoutant la face de droite du cube :

B—D
T i
B D —>Y

Comme f est une cofibration, il existe un relevement / : B’ — X qui fait commuter les deux triangles
pertinents. On peut composer / avec le morphisme A" — B’ pour obtenir un morphisme I’ : A" —» X
qui fait commuter les deux triangles similaires.

Par ailleurs, on peut définir un morphisme :

Z

—
—C

UAA,

Comme h: CU4 C" — C’ est une cofibration, on peut trouver un relevement :

Cu,C > 3 X
I et
c == y D' Y

En combinant ¢ : C" — X avec g : B' = X, on obtient un morphisme D’ = B' U, C' — X qui est le
relevement voulu.

Page 1 sur 9 Tournez SVP



Théorie de 'Homotopie 18 février 2020

Exercice2 SoitF: C —» DetG: D — E deux adjoints de Quillen a gauche. Montrer que Go F: C - E
est un adjoint de Quillen a gauche. Construire une transformation naturelle entre les foncteurs dérivés
totaux LG o LF = L(G o F) et montrer que c’est un isomorphisme. (On utilisera des remplacements
cofibrants fonctoriels.)

Solution: On rappelle quun foncteur est un adjoint de Quillen a gauche si et seulement si il préserve
les cofibrations et les cofibrations acycliques. Comme F et G les préservent, G o F aussi.

Définissons une transformation naturelle &« : LG o LF = L(G o F). Soit @ — Q(X) STX> X le
remplacement cofibrant fonctoriel dans C. On rappelle qu'on peut calculer LF(X) en considérant
un remplacement cofibrant Q(X) de X; on obtient LF(X) = F(Q(X)). Par abus de notation, on note
aussi Q(—) le remplacement cofibrant dans D. On a alors :

LGo LF(X) = G(QFF(Q(X)))), L(GoF)(X)=GEF(Q(X))).
On définitay : LG o LF(X) —» L(G o F)(X) par:

wy = Glepexy)) * GIQEF(Q(X)))) —» GF(Q(X))).

Cette transformation est naturelle sur C. Comme LG o LF et L(G o F) préservent les équivalences
faibles, la naturalité passe au quotient, et donc « est bien une transformation naturelle entre les deux
foncteurs L(G o F), LG o LF : Ho(C) — Ho(E).

Comme F préserve les cofibrations et les colimites, la cofibration @ — Q(X) est envoyée sur
une cofibration F(f) = @ < F(Q(X)); en d’autres termes, F(Q(X)) est cofibrant. Le morphisme
£r(Q(x)) est donc une équivalence faible entre objets cofibrants. Grace au lemme de Brown, G pré-
serve les équivalences faibles entre objets cofibrants, donc ax est une équivalence faible, c.-a-d. un
isomorphisme dans Ho(E).

Exercice 3 Soit C une catégorie de modéles et W € C un objet fixé. On note C,y la catégorie dont les
objets sont les paires (Y,f)ouY € Cetf : Y - W, et Homc/w((Y,f), (Z,8)):={h:Y > Z|goh=f}

1. Montrer que C y est une catégorie de modeles, ol : (Y, f) — (Z,g) est une équivalence faible/fi-
bration/cofibration si c’en est une dans C. Décrire ses objets fibrants et cofibrants.

Solution :

MC1 Soit (X, f;) ;e un diagramme indexé par une catégorie I. La propriété universelle induit une
application f : colim;c; X; — W, et on vérifie que (colim;c; X, f) est la colimite de (X}, f;)
dans C,y. Pour la limite, on note I, la catégorie a laquelle on a rajouté un objet L avec
Hom;(i, L) = * pour tout i € I. Alors on a un diagramme (Xz{/fi/)iELr avec X! = X, f/ =f;
sii #1,etX| = W,f, = idy. Notons L = limi61+ X;; elle est munie d"une application
f:L - X = W par définition. On vérifie alors que (L,f) est la limite de (X;,f;) dans C,.

MC2 Un rétract dans C,yy est en particulier un rétract dans C, .

MC3 Découle directement de I’axiome 2 parmi 3 dans C.

Page 2 sur 9 Tournez SVP



Théorie de 'Homotopie 18 février 2020

MC4 Considérons un diagramme commutatif dans C y :

Siiou p est acyclique, on peut construire un relevement en pointillés, et c’est clairement
un morphisme dans C .

MC5 Les factorisations de C sont des factorisations dans C .

Un objet (X, f) est cofibrant dans C,y si et seulement si X est cofibrant dans C. Il est fibrant si et
seulement si f est une fibration.

2. Soit & : W — W' un morphisme. Il induit un foncteur «, : C,)y — C, défini sur les objets par
a,(Y,f) = (Y,aof ) et sur les morphismes par &, (h) = h. Décrire son adjoint a droitea” : C,jy» — C,py.

Solution : L'adjoint a droite est donné sur les objets, pour (X,f) € Cyy par a*(X,f) = (X xpy
W, g) ol g est la projection X xy W — W. Sur les morphismes, pour h : (X,f) — (Y,g),ona
lx*(h) = (h,ldw) 1 X Xwr W->Y X W.

3. Montrer que I'adjonction a, — a* est une adjonction de Quillen.

Solution : Le foncteur a, préserve clairement les cofibrations et les cofibrations acycliques.

4. Supposons que C est propre a droite, c.-a-d. le pullback d’une équivalence faible le long d"une
tibration est encore une équivalence faible. Montrer que sia : W — W’ est une équivalence faible,
alors I’adjonction a, — a* est une équivalence de Quillen.

Solution : Soit (X,f) € C,y un objet cofibrant (donc A est cofibrant) et (Y, g) € C,jy» un objet
fibrant (donc g est une fibration). On doit montrer qu'un morphisme i : (A,a o f) — (X, g) est
une équivalence faible si et seulement si son adjoint h': (A, f) = (X xpw W, (g,idw)) est une
équivalence faible. On a donc un diagramme commutatif :

A h

Pw o A
>

WI

X
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L'adjoint /' est le morphisme induit A — X xy» W par ce diagramme :

W —2 s W

Comme C est propre a droite, le tiré en arriere X xy» W — X de a est une équivalence faible. On
déduit donc que h € W < h' € W de 'axiome 2 parmi 3.

Exercice 4 Soit R et S deux anneaux et M un (R, S)-bimodule, c.-a-d. M est un R-module a gauche et
un S-module a droite qui vérifier - (m -s) = (r - m) - s. On définit le foncteur T); : Ch54(S) = Ch5(R)
par (C;,d;) >0 » M ®5 C;,idp; ®d;);sg avecr - (m @ x) = (r - m) Q x.

1. Montrer que T, est un adjoint a gauche et décrire son adjoint a droite. (Indice : penser a un Hom.)

Solution : Définissons 1’adjoint a droite Hy; : Ch5o(R) = Chs((S). Soit C = (C;,d;) € Cho(R)
un complexe de chaines. On définit un complexe de chaines H),C par :

(HMC)Z = HomR (M, Cl)

La différentielle de f € H),C est donnée par (df)(m) := d(f (m)). La structure de S-module (a
gauche) sur H),C utilise la structure de S-module (a droite) de M : (s - f)(m) := f (m -s). On peut
construire un isomorphisme :

qO : Homchzo(s) (TMC, D) - HomChzo(R) (C,HMD)

en définissant ¢(f)(x) € HyD (pour f : TyyC —» Detx € C) par ¢(f)(x) : m — f(m Q x).
L'application inverse est donnée par go‘l (Q)(m®x) =g(x)(m) (pourg: C - HyD,me Met
x € C).

2. Montrer que I'adjonction est de Quillen si I'on utilise la structure projective de Ch(-) et que M est
projectif comme R-module. Est-ce vrai si M n’est pas projectif ?

Solution : Montrons que H,, préserve les fibrations et les quasi-isomorphismes (et donc les
fibrations acycliques). Le fait que H) préserve les fibrations découle du fait que si X — Y est
surjectif, alors Hompg (M, X) — Homg (M, Y) est surjectif, ce qui est la définition d’étre projectif.
Par le lemme des cing, il suffit de montrer que H), envoie les suites exactes courtes sur des suites
exactes courtes pour montrer qu’il préserve les quasi-isomorphismes. Si0 - A - B - C - 0
est une suite exacte courte, il est clair que Homg (M, A) - Hompg (M, B) est injective et que son
image est le noyau de Homg (M, B) - Hompg (M, C). Enfin, la surjectivité de Homg (M, B) —
Hompg (M, C) découle de la projectivité de M.
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L’adjonction n’est pas nécessairement de Quillen en général. Il faudrait entre autres que H),

préserve les fibrations, ce qui revient a dire que M est projectif en tant que R-module (voir
ci-dessus).

3. Décrire un remplacement cofibrant du complexe de chaines Z/nZ € Chy(Z) (en degré 0).

Solution :

4. On admet que T); admet un foncteur dérivé total a gauche méme si M n’est pas projectif. On note
Tor? (M, N) := H;(LT(N)). Calculer Tor? (M, Z/nZ) pour i € N.

Solution : On applique le foncteur T); au remplacement cofibrant de Z /nZ trouvé a la question
précédente. On trouve que LT,,(Z/nZ) est le complexe :

5 0 s M 23S M

d’ot1 I'on en déduit que Torg (M, Z/nZ) = coker(M L M) = M/nM, Tor% M, Z/nZ) =
ker(M 2 M) = {x € M | nx = 0}, et Tor” (M, Z/nZ) = 0 pour i > 2.

Exercice 5 On note Cat la catégorie des catégories et on admettra qu’elle est compléte et cocompléte.
On dit qu'un foncteur F : C — D est une:

e équivalence faible si c’est une équivalence de catégories;

e cofibration si F est injectif sur les objets : Vc,c’ € C, F(c) = F(¢') = c=¢;

e fibration si c’est une isofibration : pour tout objet ¢ € C et pour tout isomorphisme g : F(c) — 4, il
existe un isomorphisme f : c — ¢’ tel que F(c') =d et F(f) = g.

Solution : Inspiré de I'article A Model Category for Categories de Charles Rezk.

1. Soit [0] = {0} la catégorie ayant un unique objet 0 et un unique morphisme (idg). Soit | = {0 < 1}
la catégorie ayant deux objets 0 et 1 et quatre morphismes, idj, id;,f : 0 - 1,g : 1 — 0, avec
f og=1id; etgof =idy. Montrer qu'un foncteur est une fibration si et seulement si il a la propriété
de relevement a droite par rapport a [0] = | (c.-a-d. c’est une cofibration acyclique génératrice).

Solution : C’est simplement une reformulation de la définition.

2. Démontrer les axiomes (MC2) et (MC3) pour Cat avec cette structure de modeles.
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Solution : La stabilité des équivalences et des cofibrations par rétracts est claire. Pour les fi-
brations, cela découle de la propriété précédente : une classe de morphismes définie par une
propriété de relevement est stable par rétracts. L'axiome 2 parmi 3 est également clair.

c—LsE
3. On considére un carré commutatif comme a droite, ot I est une cofibration et P une L
fibration. On suppose d’abord que P est une fibration acyclique. Montrer que P est Ij/ PRGNS

surjectif sur les objets puis construire un relévement L. D-S3B

Solution : Soit b € B un objet. Comme P est essentiellement surjectif, il existe e € E tel que
P(e) = b. En utilisant le fait que P est une isofibration, on trouve un isomorphisme e = ¢’ t.q.
Pe') =b.

Construisons maintenant L : D — E. Comme I est injectif sur les objets et P surjectif sur les
objets, on peut déja construire le relévement sur les objets, en posant L(d) = csid = F(c)
et en choisissant n'importe quel relevement de G(d) sinon. Comme P est pleinement fidele,
I'application P : Homg(L(d),L(d")) — Homg(G(d),G(d")) est une bijection. Pour f : d — d/,
on pose donc L(f) = p-1 (G(f)) : L(d) = L(d"). On vérifie facilement que L ainsi défini est un
foncteur qui fait commuter le diagramme.

4. On suppose maintenant que I est une cofibration acyclique.

(a) Montrer qu'il existe un foncteur R : D — C tel que R o I = idp et un isomorphisme naturel
a:loR = id¢ tel que pour toutc € C, ay) = idj ).

Solution : Définissons d’abord R sur les objets. Pour tout objet 4 € D, on choisit un objet
R(d) € C et un isomorphisme a; : I(R(d)) — d (qui existent car I est essentiellement
surjectif). Sid = I(c), alors on choisit R(d) = cetay = id; = idj.

Le foncteur I est pleinement fidele, donc

[ : Hom¢(R(d),R(d")) - HompI(R(d)),[(R(d")))

est une bijection pour tout d,d’ € D. Pour f : d — d’, on définit R(f) : R(d) — R(d") par
R(f)=1 (a0 fo oc(;,l). On vérifie alors facilement que R est un foncteur, que R o I = idp,
et que a définit la transformation naturelle voulue.

(b) Pour d € D, trouver un objet L(d) € E et un isomorphisme B, : F(R(d)) — L(d) tels que
LI(c) = F(c), PL(d) = G(d), P(B4) = G(ay) et By = idp -

Solution : Soitd € D. On a GIR(d) = PFR(d) € B et un isomorphisme G(a,) : GIR(d) =
PFR(d) — G(d). Comme P est une isofibration, on peut trouver un isomorphisme S; :
FR(d) — etel que P(B;) = G(a;). On pose alors L(d) = e et on a bien PL(d) = P(e) = G(d).
Au cas ot d = I(c) on choisit e = F(c) et By = idp(, ce qui est bien défini car I est injectif
sur les objets.

(c¢) Terminer de construire le foncteur L.
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Solution : Pourf : d — d’, on pose L(f) = By o FR(f) o ;1.

5. Soit F : C — D un foncteur. On note P la catégorie dont les objets sont les triplets (c,a,d) ouc € C,
de Deta: F(c) - dest un isomorphisme; Homp_((c, a,d), (c’',a',d")) = Hom¢(c,c"). Construire
un foncteur I : C — P et montrer que c’est une cofibration acyclique. Construire également un
foncteur P : Pr — D tel que F = P o ] et montrer que P est une fibration.

Solution : On définit [ par I(c) = (c,id, F(c)) sur les objets et I(f) = f sur les morphismes.
Ce foncteur est clairement injectif sur les objets. Il est essentiellement surjectif : un objet (c,a, d)
est isomorphe a I(c) avec le morphisme id,. : (c,a,d) — (c,idg(,F(c)). Il est de plus clairement
pleinement fidele.

Le foncteur P : Pr — D est défini sur les objets par P(c,a,d) = d et sur les morphismes, pour
f:(c,a,d) - (c,a',d"), par P(f) = a1 of oa’. On a clairement F = P o I. Montrons que P est une
isofibration. Soit (c, &, d) un objetetf : d — d’ un isomorphisme. Alorsid, : (c,a,d) — (c,f oa,d")
est un isomorphisme qui s’envoie sur f via P.

6. Soit F : C — D un foncteur. En s’inspirant de la question précédente, construire un «objet cylindre »
pour factoriser F sous la forme C < - = D.

Solution : On définit un «cylindre» Cp comme la catégorie dont les objets sont ob C Ly ob D, et
ona:

Homc_ (¢, c") = Homp (F(c), F(c")), Homc (¢, d) = Homp (F(c),d),
HomCP(d,c) = Homp(d, F(c)), HomCP(d, d') = Homp(d,d").

Le foncteur I : C — Cp est donné sur les objets par I(c) = c et sur les morphismes par I(f) = F(f).
Il est clairement injectif sur les objets donc c’est une cofibration.

Le foncteur P : Cr — D est donné sur les objets par P(c) = F(c) et P(d) = d. C’est 'identité sur
les morphismes. On a clairement P o [ = F. Le foncteur P est essentiellement surjectif (et méme
surjectif sur les objets), et il est évidemment pleinement fidele. C’est de plus une isofibration : si
x € Cp estun objetetf : P(x) — d est un isomorphisme, alors f € Homc, (x,d) est encore un
isomorphisme tel que P(f) = f.

7. Quelles catégories sont (co)fibrantes? Quand deux foncteurs sont-ils homotopes a gauche/droite ?

Solution : La catégorie initiale est la catégorie vide @, et la catégorie terminale est [0]. Toute
catégorie est donc cofibrante (le foncteur @ — C est clairement injectif sur les I'objets). Toute
catégorie est également fibrante, le foncteur C — [0] étant clairement une isofibration (attention
au cas C = ().

Les relations d’homotopie a gauche et a droite coincident donc. Supposons que deux foncteurs
F,G : C — D sont homotopes, par exemple a gauche. Montrons qu’ils sont naturellement
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(Io,11)
isomorphes. Il existe donc un cylindre C U C —~ C % C et un foncteur H : C — D tel que

HOIO:FetHOIlzG.

Soit ¢ € C un objet. Le foncteur 7 : C — C étant plein, il existe un morphisme «, : I5(c) —
I (c) tel que m(a.) = id.. De la méme maniere, il existe un morphisme B, : I;(c) — Iy(c)
tel que 71(B,.) = id.. En les composant, on trouve que 7 (B.a.) = w(a.B.) = id.. Or, on a aussi
7t(idp y) = 7m(idy, ) = id.. Comme 7t est fidele, on en déduit que B.a, = idj () etaf. = idp, (o),
en d’autres termes «, et 8. sont inverses 1'un de l'autre.

Soit maintenant f : ¢ — ¢’ un morphisme. On veut vérifier que le carré suivant commute :

Iy(c) M Io(Cl)

\Lac lac,

1
L) 29 ey

Or (e o In(f)) =idy of =f =f oid. = (L1 (f) o a.), donc comme 7 est fidele on trouve que
le carré commute. Les deux foncteurs I, I; : C — C sont donc naturellement isomorphes. En
composant avec H, on en déduit que F et G sont naturellement isomorphes.

Réciproquement, si 'on suppose que F et G sont naturellement isomorphes, alors on peut
facilement construire une homotopie a gauche entre deux en utilisant le cylindre trouvé a la
question précédente.

Finalement, deux foncteurs sont homotopes si et seulement si ils sont naturellement isomorphes.

8. Trouver un ensemble de cofibrations génératrices, c.-a-d. un ensemble J tel que J* = W N F
(s'inspirer de la question 1). Montrer que [0] et que les sources des foncteurs de J sont petits.

Solution : Soit [1] = {0 < 1} la catégorie avec deux objets et un unique morphisme entre
les deux, d[1] = {0} u {1} la catégorie a deux objets et aucun morphisme non-identité, et
P=[11uUg;[11={031} la catégorie a deux objets et deux morphismes du premier vers le
deuxiéme. Alors les cofibrations génératrices sont u : § < [0],v: d[1] — [1]etw : P — [1].
En effet, ce sont bien des cofibrations dont une fibration acyclique a la RLP par rapport a elles.
Réciproquement, si un foncteur F a la RLP par rapport a ces trois foncteurs, la RLP par rapport a
u entraine que F est surjectif sur les objets, la RLP par rapport a v entraine que F est plein, et la
RLP par rapport a w entraine que F est fidele. Ces trois propriétés ensembles entrainent que F
est une isofibration.

Exercice 6 Pour A,, B, € sAb, le produit tensoriel est (A ® B); = A, ® Byavecd; =d; ®d; ets; =s; ®s;.
Le complexe normalisé N, A est par NyA = Ak/(U;:g 5j(Ar-1)) etd = Zfzo(—l)idi : N A - N A.

Pour C,D € Chy¢(Z),ona (C® D), = @p+q:n Cp ® D, et Adx®y) =dx®y + (—1)9e8%y ® dy.

Solution : On pourra se référer a la Section 8 du Chapitre VIII du livre Homology de MacLane, plus
particulierement les pages 241-244. On y trouvera également la preuve que V o A est homotope a
I'identité, ce qui montre le théoreme d’Eilenberg—Zilber : N, (A ® B) ~ N,A ® N,B. Ce théoréme
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est un point clé dans la preuve de la formule de Kiinneth pour ’homologie d"un produit d’espace
topologiques.

1. Soit A,,B, € sAb. Poura € A, etb € B,,, on pose

aAbi= ) (dy_pirdy_pio (@) ® (dy...do(b)) € P A, ®B,.
p+q=n 1—q fois pra=n
Vérifier que A : N, (A ® B) - N,A ® N, B est compatible avec la différentielle et le quotient.

2. SoitSh,, ={c € 6, | c(1) < <op)etep+1) < <o(p+q} Par exemple Sh, ; =
{(1,2,3),(1,3,2),(3,1,2)}. On définit : N,A ® N,B - N, (A ® B) en posant, pour a € Ap etb e B, :

aVbi= ) e0) SopSeip-1) Sy (@) B SorgSoprg-1) - Sops1) (D) € Ay ® By,
o€E€Sh, ,

Vérifier que V est compatible avec la différentielle et le quotient, associatif (a V(b V ¢c) = (aV b) V¢),
et gradué commutatif (b Va = (—1)98de8; 7 p).
3. Montrer que A o V est l'identité.

4. Décrire les simplexes non-dégénérés de (A” x A7), . en termes de Sh,, ..
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