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RM2 : Examen du 2 mars 2024

L'usage de documents ou de matériel électronique est strictement interdit. Toute réponse donnée doit étre
justifiée et la qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation. Durée de I'épreuve : 1h30.

Exercice 1.. ... . . 4 points
(a) (2 points) Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Solution: Soit f : [4,b] — R une fonction continue. Alors pour tout y compris entre f(a) et
f(b),il existe x € [a,b] tel que f(x) = y.

(b) (2 points) Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Démontrer qu’il existe xy € [0,1] tel que

f(x0) = xo0.

Solution: On considere la fonction g : [0,1] — R, x — f(x) — x. La fonction g est continue, et
onag(0) = f(0) >0etg(l) = f(1) —1 < 0. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il
existe xp € [0, 1] tel que g(xp) = 0, c’est-a-dire f(xp) = xo.

EXercice 2. ... . 4 points
Soit n € IN* un entier naturel non nul. On définit un ensemble A, par :
1 1
An :}1— 7,2+7].
n n

(a) (1 point) L'ensemble A, est-il ouvert? L'ensemble A, est-il fermé? Justifier vos réponses.

Solution: L'ensemble A, n’est ni ouvert, ni fermé.
— Iln’est pas ouvert car ce n’est pas un voisinage de 2 + 1/n. En effet, quel que soit r > 0,
ona2+1/n+r/2>2+1/n,donc2+1/n+r/2 ¢ Ay, alorsque2+1/n+r/2est
dans la boule de centre 2 + 1/ et de rayon r.
— Il n’est pas fermé car son complémentaire n’est pas ouvert. En effet, on a

R\ A, = }—oo,1 - 1/4 U}Z—I—l/ﬂ,—l—oo},
et ce n'est pas un voisinage de 1 — 1/n. En effet, soit ¥ > 0 et posons :
x=1-1/n+min(r/2,1/2).

Alors x € B(1—1/n,r), mais x ¢ R\ Ay, donc B(1—1/n,7) L R\ A,.

(b) (1 point) Déterminer 'adhérence, l'intérieur et le bord de A, pour n fixé. Justifier vos réponses.

Solution:

— Soit F = [1 —1/n,2+ 1/n]. Lensemble F est un ensemble fermé qui contient A,, donc
A, C F.De plus,1—-1/n € A, car c’est un point adhérent a A, (cf. ci-dessus). Comme
A, C Ay, onendéduitque F= A, U{1—1/n} C A, etdonc A, =F.

— Soit U =|1 —1/n,2+1/n[. Lensemble U est un ensemble ouvert qui est inclus dans
Ay, donc U C A,,. On a démontré ci-dessus que A, nest pas un voisinage de 2 +1/n,
donc A,, € U. On en déduit que /in =U.

— Lebordde A, estdA, = A, \ A, = F\U={1-1/n,2+1/n}.

(c) (1 point) Déterminer (en justifiant) l'intersection A = (,,en+ An-

Solution: Ona A = [1,2]. Nous allons le démontrer par double inclusion.
— Soit x € [1,2]. Alors pour toutn, ona:
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et donc x € A, pour tout n. On en déduit que x € A.
— Soit x € A, c’est-a-dire que pour tout n,onal —1/n < x < 24 1/n. Alors par le
théoreme de comparaison des limites de suites, on en déduit que 1 < x < 2, et donc

x €[1,2].

(d) (1 point) Déterminer (en justifiant) l'union B = J,,en+ An-

Solution: Ona B = A; =|0,3]. Eneffet, Ay C B = AjUAU..., et chaque A, est contenu
dans Ay, donc B C Aj.

EX@ICice 3. ... 4 points
On se propose de démontrer que la fonction suivante est continue ena = 3 :

fR—=R, x = xd—x,

(a) (0,5 points) Démontrer que pour toutx,y € R,ona:

fx)=fly) = (x—y)(®+xy+y*—1).

Solution: On développe le c6té droit de I'équation :

(x—y)(x2+xy+y2—1):x3+%+%—x—%—y/f—y3+y

=~y —x+y
— (-0~ (P -y)
= f(x) = f(v)-
(b) (1,5 points) On pose a = 3. Démontrer que pour tout x € R, si |x —a| < 1, alors on a |x* + ax +
a? — 1] < 38.
Solution: On pose ¢(x) = x* +ax +a? —1 = x? + 3x + 8. Le graphe de ¢ est une parabole, qui
atteint son minimum en x = —3/2.outl’'ona g(—3/2) = 23/4 Comme le coefficient dominant
est positif, on a le tableau de variations suivant :
X ‘ —0 —3/2 +o00
—+o00 “+o00
8(x) N /
23/4

La fonction g est donc strictement croissante sur [2,4] et on a g(2) = 18, ¢(4) = 36. On en
déduit donc que pour tout x tel que [x —a| < 1, cest-a-dire 2 < x < 4,ona 18 < g(x) < 36,

donc |g(x)| < 36 < 38.

(c) (2 points) En utilisant la définition de la continuité (avec e-6), démontrer que f est continue en
a=3.

Solution: Soit € > 0. On pose § = min(1,€/38). Soit x € R tel que |x — 3| < 4. Alors on a
|x? +3x +8 — 1| < 38 d’apres la question précédente (car 6 < 1), et donc |f(x) — f(3)| =
|x? 4+ 3x + 8 — 1||x — 3| < 386 < €. On en déduit que f est continue en a = 3.

EXercice 4. ... . . 4 points
Déterminer (en justifiant) les limites suivantes, si elles existent. On pourra utiliser sans démonstration
la continuité des fonctions usuelles vues en cours, et le fait que lim,_,o *3* = 1.
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(@) (1 point) lim,_,o Six“3x. (c) (1 point) limy_,0 >0 In(sin(x)) — In(x).
(b) (1 point) limy— 4 xsin(%). (d) (1 point) limy_,0r>0x4/1+ xl—z
Solution:
(a) On a Sixrg" = xl—zSi;‘x. Comme lim,_, Sigc‘x = 1, et que lim,_,g xl—z = +o0 on en déduit que
lim,_ Six“3x = 400 par opérations sur les limites.

(b) Soit f(u) = sin(u)/u et u(x) = 1/x. Alors limy_, 4o u(x) = 0, et lim,_,o f(u) = 1, donc par
composée de limites, on a limy_, {0 X sin(%) =1.

(c) OnaIn(sin(x)) — In(x) = In(sin(x)/x). Comme lim,_,o x>0 sin(x)/x = 1, et que In est conti-
nue en 1, on en déduit que lim,_,( y~o In(sin(x)) — In(x) = In(1) = 0.
(d) Ona, pour tout x > 0,

1 o
X 1+;: x2+1

Comme la fonction racine carrée est continue en 1, et que lim,_,q(x*> + 1) = 1 on en déduit
par composée de limites que limy_,¢ x>0 x4/1 + xl—z =V1=1.

EXercice 5. ... 4 points
On définit une fonction f : R — R comme suit, ot E(x) désigne la partie entiere de x :

f(x) = xE(x) = x|x].

Solution: On s’aide du graphe de la fonction pour l'intuition :

(a) (2 points) Déterminer si f admet une limite a droite et/ou a gaucheena = Oeten b = 1, et si oui,
les calculer.

Solution: Pour tout x €] —1,0[, ona f(x) = —x, donc limy_,¢ y<o f(x) = limy_,0x<o —xO0.
Pour tout x €]0,1[, on a f(x) = 0, donc limy_,0 y~0 f(x) = 0 et lim,_,1 y<1 f(x) = 0. Enfin,
pour tout x €]1,2[, ona f(x) = x, donc lim,_,1 ,~1 f(x) = 1.

(b) (2 points) Déterminer si f admet une limiteena = 0 eten b = 1, et si oui, les calculer.

Solution: On remarque qu'en a = 0, la limite a gauche et la limite a droite sont égales et
valent f(0), donc lim,_,o f(x) existe et vaut f(0) = 0. En revanche, la limite & droite et la
limite a gauche différent en b = 1, donc lim,_,; f(x) n’existe pas.
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