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PREAMBULE

On pourra se référer a [3; 6; 8] pour des ouvrages qui traitent le contenu de ce cours (dont Uauteur de
ces lignes s’est d’ailleurs largement inspiré). L’auteur remercie également Muriel Livernet pour Llui
avoir fourni le matériel de cours des années précédentes.

Les sections marquées par une 3 ne sont pas au programme.

Etant donné qu’il s’agit d’un cours en master de cryptographie, nous allons donner quelques
références vers des algorithmes et/ou des cas d’usage des notions présentées ici en cryptographie.
L’auteur n’est pas un expert en cryptographie et ne prétend pas atteindre un quelconque degré de
complétude sur le sujet. Les exemples de codes seront écrits en Mathematica (ou «langage
Wolfram ») ; on pourra se référer a [12] pour une introduction rapide a ce langage.

L’image sur la page de couverture a été générée par DALL-E 2 a la suite de Uinvite « A burglar using an

abacus in front of a safe covered with mathematical symbols, cartoon ».

Notations

Commencgons par quelques notations de base. On notera N = {0,1,...} Uensemble des entiers
naturels et Z 'ensemble des entiers relatifs. En regle générale, le nom « entier » désignera un entier
relatif. On note aussi Q ’ensemble des nombres rationnels, R 'ensemble des nombres réels, et C
ensemble des nombres complexes. On notera enfin N* = N \ {0}, Z* = Z \ {0}, etc.

Soit x un nombre réel. On note |x]| la partie entiére de x. C’est le plus grand entier < x. Il est
caractérisé par l'inéquation |x] < x < |x] + 1.
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Chapitre |. ARITHMETIQUE DE BASE

«Six fois neuf. Quarante-deux.— C'est tout. Il n'y a rien
d'autre. »

Douglas Adams, Le Dernier Restaurant avant la fin du monde

Section I.A. Généralités sur les groupes

Définition I.A.1. Un groupe consiste en la donnée d’un ensemble G, d’une fonction G X G = G,
(x,y) » x - y (la loi de groupe) qui est associative, et d’un élément 1 € G qui est une unité pour la loi
de groupe, et tel que chaque élément possede un inverse. Un morphisme de groupes f: G — H est
une fonction entre deux groupes vérifiant f(1) = 1 et f(xy) = f(x) f(y) pourtous x,y € G.

Etant donné x € G, son inverse est unique et généralement noté x 1. On se permettra souvent de ne
pas écrire la loi de groupe dans les équations (xy = x - y) sauf si cela risque de porter a confusion.
Certains groupes sont notés additivement : la loi de groupe est alors notée +, Uunité 0, et Uinverse
d’un élément x est noté —x.

Définition 1.A.2. Un groupe est dit commutatif ou abélien si pour tous x,y € G, xy = yx.
Exemple I.A.3. L’ensemble Z forme un groupe abélien pour addition.

Exemple I.A.4. L’ensemble des bijections {1, ...,n} - {1, ...,n} (ou n est un entier fixé¢) forme un
groupe pour la composition, appelé le groupe symétrique S, . Ses éléments sont appelés les
permutations de {1, ..., n}. Ce groupe n’est pas abélien pourn > 3.

Définition 1.A.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est un sous-ensemble qui contient 'unité et qui est
un groupe pour la loi de groupe de G restreinte a H. On notera H < G si H est un sous-groupe de G.
Etant donnés une famille (xi,..x,,..) d’éléments de G (potentiellement infinie), on note
(x4, ..., Xp, ... ) le plus petit sous-groupe qui contient les x; et on appelle le sous-groupe engendré par
la famille.

Définition I.LA.6. Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué (ou normal) s’il est stable par
conjugaison, c’est-a-dire que Vg € G, Yh € H, ghg™' € H. Onnotera H 2 G si H est un sous-groupe
distingué de G. Le quotient d’un groupe G par un sous-groupe H est noté G /H.

Remarque I.A.7. Si G est un groupe abélien, tous ses sous-groupes sont distingués.

Exemple I.A.8. Soit f: G - H un morphisme de groupes. Le noyau ker(f) forme un sous-groupe
distingué de G. L’image im(f) forme un sous-groupe de H, qui n’est pas toujours distingué.

Proposition I.A.9. Un morphisme de groupes f: G — H induit un isomorphisme G/ ker(f) — im(f).

Définition 1.A.10. Soit G un groupe. Si G est fini, son cardinal est appelé [’ordre de G et est noté |G|.
Etant donné x € G, si le sous-groupe engendré par x, noté (x), est fini, on appelle son cardinal [’ordre
de x. C’est le plus petit entier non-nul (s’il existe) qui vérifie x™ = 1.

Exemple I.A.11. Soitn € Z un entier. L’ensemble nZ = {na | a € Z } forme un sous-groupe de Z. Le
quotient Z/nZ est le groupe des entiers modulo n. Il est d’ordre |n| sin # 0, et il est isomorphe a Z si
n = 0.

Définition 1.A.12. Un groupe G est cyclique s’il existe un élément g € G d’ordre finitel que G = (g).
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Proposition I.A.13. Tout groupe cyclique est isomorphe a un Z/nZ pour un certain n.

Théoréme 1.A.14 (Théoreme de Lagrange). Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G .
L’équation suivante est vérifiée, ou [G: H] est le nombre' de classes de G modulo action de H a
droite :

1G] = |H| x [G: H].

En particulier, Uordre de H divise Uordre de G ; et donc Uordre d’un élément quelconque x € G divise
lordre de G (en prenant H = (x)).

Section |.B. Division euclidienne, PGCD, PPCM

Cette section ne comprend que des rappels et se passera donc de la plupart des démonstrations.
Notons toutefois que plusieurs des propriétés présentées ici seront généralisées dans le Chapitre Il.

8 1.B(a) Divisibilité

Théoréme 1.B.1. Soit a un entier quelconque et b un entier non nul. Il existe un unique couple
d’entiers (g, r) vérifiant :

a=bg+ret0<r<b.

Définition 1.B.2. On appelle q le quotient de la division euclidienne de a par b, et r le reste de cette
division.

Définition I.B.3. Soit m et d deux entiers. On dit que d divise m, ou que d est un diviseur de m,ou que
m estun multiple de d, eton note d | m, s’il existe un entier k tel que m = kd.

Proposition 1.B.4. Soit a, b deux entiers tels que a # 0. Alors a | b si et seulement si le reste de la
division euclidienne de b par a est nul.

Proposition 1.B.5. La divisibilité définit une relation d’ordre sur N.

Remarque I.B.6. Dans cette relation d’ordre, le plus grand élément de N est 0 est le plus petit est 1.
En d’autres termes, quels que soita € N,ona 1|a et a|0.

Remarque 1.B.7. La divisibilité ne définit pas une relation d’ordre sur Z. En effet, elle n’est pas
antisymétrique :

(albetbla) © b = ta.
§1.B(b) PGCD et PPCM
Définition I.B.8. Soit a et b deux entiers.

e On appelle plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b le plus grand élément (pour la
divisibilité) de N qui divise a et qui divise b, s’il existe. On le note a A b ou pgcd(a, b).

e On appelle plus petit commun multiple (PPCM) de a et b le plus petit élément (pour la
divisibilité) de N qui est multiple de a et de b, s’il existe. On le note a V b ou ppcm(a, b).

On définit également le PGCD et le PPCM d’une famille d’entiers (a4, ..., a,,) de la fagon évidente.

"Si H 9 G estdistingué alors [G: H] = |G/H]|.
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Remarque I.B.9. Le PGCD de a et b, s’il existe, est donc ('unique) entier naturel d vérifiant les deux
propriétés suivantes :

e Ildiviseaetb, c’est-a-dired|a et d|b (c’est un « minorant» de a et b) ;
e Sicestun autre entier qui divise a et b, alors c|d (parmi les minorants, c’est le plus grand).

Il s’agit donc de U'analogue la borne inférieure en analyse. De méme, le PPCM est 'analogue de la
borne supérieure.

Remarque 1.B.10. Il est important de préciser que la relation d’ordre que l'on considére est la
divisibilité et non la relation d’ordre usuelle. En effet, si 'on cherche a déterminer 0 A 0, on constate
que tous les entiers naturels divisent 0 et 0. Il faut donc considérer le maximum de N. Ce maximum
n’existe pas pour la relation d’ordre usuelle, mais il existe pour la divisibilit¢ etona 0 A 0 = 0.

Proposition I.B.11. Le PGCD et le PPCM de deux entiers existent toujours.

Démonstration. Pour se convaincre de Uexistence du PGCD, on peut appliquer 'algorithme d’Euclide.
Sia = b alors bien stra A b = a. Quitte a échanger a et b, on peut donc supposer que a > b. On
appligue maintenant les étapes suivantes jusqu’a la fin de l'algorithme :

e Sib=0,alorslePGCDdeacetbesta.
e Sinon, on calcule le reste r de la division euclidienne de a par b.
e Onremplacea parbetb parr (c.-a-d. on pose (a,b) = (b,r)) et on recommence.

Une fois que U'on a vérifié que cet algorithme donne bien le PGCD de a et b, on vérifie que le nombre

b est bien le PPCM de a et b. o
aAb

En langage Mathematica, cela donne :

euclide[a_, b_] /; a ==b := a
euclide[a_, b_] /; a < b := euclidel[b, al
euclide[a_, 0] := a

euclide[a_, b_] := euclide[b, Mod[a, b]]

Exemple I.B.12. Etant donnés des entiers naturels a, b, c € N, on a les relations suivantes :
aNa=aVa=a,
anl=1, aN0=aq, aVvl=aqa, av0=0.
aANb=a&albe avb=b,
an(avb)=a=aV(aAb),
aAN(bAc)=(aAb)Ac, av(bvc)=(avb)Vve,
an(bvc)=(avb)A(anc), av(bAac)=(avb)Aa(aVc),
ac Abc = (a Ab)c, acV bc = (aV b)c, (a+b)Ab=aAb.
Remarque I.B.13. Ces relations font de N un « treillis distributif complet ».

Proposition1.B.14 (Identité de Bézout). Soit a et b deuxentiersetd = a A b leur PGCD. Alors il existe
desentiers x,y € Ztels que ax + by = d.

Démonstration. L’algorithme d’Euclide étendu donne une preuve de ce résultat d’existence.
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e On commence par poser (r,u,v) = (a,1,0) et (r',u’,v") = (b,0,1). Dans algorithme qui
suit, on vérifiera les invariants de boucler = au + bvetr’' = au’ + bv'.

e Tantquer' # 0,on applique les étapes suivantes :

o On note g le quotient de la division euclidienne de r par r' et "’ le reste de cette

division.
o On pose simultanément :
(r,u,v, 7, v)=0"u, v, r", u—qu',v—qv’).

e L’algorithme estterminé : le PGCD d vautr, et le couple (x, y) vaut (u, v). N

En code Mathematica :

euclideEtendula_, a_] := {a, 1, 0}

euclideEtendula_, b_] /; a < b := euclideEtendulb, al[[{1,3,2}]]
euclideEtendula_, b_] := euclideEtendula, 1, 0, b, 0, 1]
euclideEtendulr_, u_, v_, 0, _, _1 := {r, u, v}

euclideEtendulr_, u_, v_, r2_, u2_, v2_] :=
With[{q = Quotient[r, r2], r3 = Mod[r, r2l},
euclideEtendul[r2, u2, v2, r3, u - q*u2, v - q*v2]]

§ [.B(c) Primalité

Définition 1.B.15. Deux entiers a et b sont dits premiers entre euxsia A b = 1.

Définition 1.B.16. Soit n un entier naturel non nul. On note ¢(n) le nombre d’entiers k € {1, ..., n} qui
sont premiers avec n. La fonction ¢: N* — N* s’appelle U’indicatrice d’Euler.

Théoréme 1.B.17 (Théoréme de Bézout). Deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement
s’il existe des entiers x, y tels que ax + by = 1.

Démonstration. L’identité de Bézout (Proposition 1.B.14) donne Uimplication directe. Pour la
réciproque, suppose qu’il existe x, y tels que ax + by = 1. Soitd = a A b le PGCD. Alors d divise a et
d divise b, donc d divise toute combinaison linéaire entiére de a et b. En particulier, d divise ax +
by = 1. Or le seul entier positif qui divise 1 est 1 lui-méme, doncd = 1. <o

Remarque 1.B.18. Bien sir, en régle générale, s’il existe des entiers x,y tels que ax + by =d = 2,
celan’entraine pasquea Ab = d. Parexemple, 2 X (—2) + 3 X 2 =2maisonn’apas2A3 = 2.

Définition 1.B.19. Un entier naturel p est dit premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs
(nécessairement 1 et lui-méme). Sinon, on dit qu’il est composé.
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Remarque I.B.20. L’entier 1 n’est pas premier car il n’a qu’un seul diviseur positif.
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Figure |.B-a Une table des nombres premiers inférieurs a 256.
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Proposition 1.B.21 (Lemme d’Euclide). Soit a, b des entiers et p un nombre premier. Sip divise ab,
alors p divise a ou p divise b.

Corollaire 1.B.22. Soit p premier et a un entier. Soit p divise a, soit p et a sont premiers entre eux.

Corollaire I1.B.23. Un entier naturel p est premier si et seulementsi ¢(p) =p — 1.
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La ligne rouge représente les nombres premiers, pour lesquels ¢(p) =p — 1.

Figure 1.B-b Le graphe de l'indicatrice d'Euler.
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Proposition I.B.24 (Lemme de Gauss). Soita, b, c des entiers quelconques. Sia divise bceta A b =

1 alors a divise c.
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Théoréme 1.B.25. Soit n un entier. Il existe une famille de paires d’entiers (p;, al-){-‘zl, unique a l’ordre
des facteurs pres, telle que chaque p; est premier, chaque a; est strictement positif, etn = Hi-‘zl plfx".

Démonstration. L’existence se démontre aisément par récurrence. L’unicité découle du lemme
d’Euclide. <o

Corollaire 1.B.26. Soit n = i-‘zlpi tetm=][[-, pl " deux nombres et leurs décompositions en
produits de facteurs premiers (en autorisant les exposants nuls pour permettre d’avoir la méme liste
de nombres premiers dans les deux décompositions). Alorson a :

nAm = 1_[ pmm(al B pvm = H pmax(al B

Corollaire I.B.27. Soit p un nombre premier et a un entier positif. Ona (p%) = p*~(p — 1).

Démonstration. Il s’agit de compter les éléments a € {1, ..., p*} qui sont premiers avec p%*. Comme p
est premier, étant donné a, on ne peut qu’avoir a A p% = p" avec 0 < k < a. Les exposants non-nuls
ne surviennent que quand a est un multiple de p. Ily a p*~! multiples de p entre 1 et p%, a savoir les
entiers p, 2p, 3p, ..., p* p. Il reste en donc @ (p%) = p* — p*~ ! = p*~1(p — 1) qui sont premiers avec
le nombre p%. o

Section |.C. Petit théoreme de Fermat

La maniere la plus « simple » de vérifier si un nombre est premier est tout simplement d’appliquer
directement la définition. Etant donné un nombre n > 2, on considére tous les entiers a €
{2, ...,n — 1} et on vérifie s’ils divisent n ou non. Si U'un d’entre eux divise p, alors n n’est pas premier ;
sinon, il est premier. Mais cette méthode est peu efficace d’un point de vue algorithmique. Méme en
optimisant de la fagon évidente, en ne considérant que les entiers a <+/n, la complexité
algorithmique en temps? est de l'ordre de O(ﬁln(n) ln(ln(n))). Cela peut paraitre faible, mais il ne
faut pas oublier que la cryptographie utilise des nombres premiers de grande taille. Une clé privée
RSA de 2048 bits utilise une paire de nombre premiers ayant chacun environ 1024 bits, et 21090 ~
103%8, Un algorithme moderne tel qu’ECDSA-256 utilise une clé de 256 bits (225¢ ~ 1077). A titre de
comparaison, l'univers compte environ 108° atomes... Pour des nombres aussi grands, méme le
facteur en In(In(n)), qui croit trés lentement et qu’on ignore habituellement, compte !

En utilisant des propriétés des nombres premiers, il est possible d’obtenir de meilleurs algorithmes.
Dans cette section, nous allons voir un théoreme qui permettra de mener un test de primalité plus
efficace.

Théoréme I.C.1. (Petit Théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier et a un entier quelconque.
On a ’égalité suivante modulo p :

a? = a (modp).

2 e nombre de bits d’un entiern est b = |log,(n)] + 1 = 0(In(n)). L’addition de deux nombres de taille b
est de complexité 0(b) = 0(In(n)). La multiplication de deux nombres de taille b par la méthode
«classique » est d’une complexité temporelle de lordre de 0(b?) = 0(In?(n)) . L’algorithme de
Schonhage-Strassen [10], le meilleur actuellement connu, est de complexité O(bln(b)) =
O(In(n) In(In(n))). L’opération « modulo » qui permet de vérifier si un nombre est divisible par un autre a
la méme complexité temporelle que la multiplication.
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Lemme I.C.2. Soit p premier et k un entier compris entre 1 et p — 1. Le nombre p divise le coefficient
binominal (?).

Démonstration. On peut réécrire le coefficient binomial en question comme :

py pp-1D..(p—k+1)
(k)= 1-2-. -k '

Il est clair que p divise le numérateur. De plus, p ne divise aucun des nombres du dénominateur (ils
sont tous strictement inférieurs a p). Donc p divise bien la fraction. <

Démonstration du théoreme. La preuve se fait simplement par récurrence. Le cas a = 0 est évident.
Supposons maintenant le théoreme vrai pour un entier naturel a donné. Alors :

p

(a+1)P =a?+ (?)al"1 +o ot (p_

1>a+ 1P.

D’apres le lemme précédent, p divise chacun des coefficients binomiaux (hormis le premier et le
dernier: (5) = (g) = 1). De plus, par hypothése de récurrence, a? et a sont congrus modulo p. On a

donc l’égalité suivante modulo p :

(a+1)? =aP + 17 modp

a+1 modp o

Remarque I.C.3. Il existe de nombreuses autres preuves de ce théoréme, qui utilisent de la
combinatoire, des systemes dynamiques, les coefficients multinomiaux, la théorie des groupes...

Corollaire 1.C.4. Soit p un nombre premier et a un entier qui n’est pas divisible parp.Ona:
aP~1 =1 modp.

Démonstration. D’apres le petit Théoréme de Fermat, on a a? = a mod p, c’est-a-dire que p divise
aP? —a = a(a’~! — 1). Comme a et p sont premiers entre eux, d’aprés le Lemme d’Euclide, on obtient
que p divise aP~! — 1, ou en d’autres termes que a’~! = 1 mod p. <

Le petit Théoreme de Fermat donne une condition nécessaire pour la primalité d’un nombre entier.
En effet, sip est un entier, on peut tester tous les entiers a € {2, ..., p — 1} et vérifier si aP est congru a
a ou pas. S’il existe un contre-exemple, alors p ne peut pas étre premier. On peut ainsi parler d’un test
de non-primalité. On étudiera ce test plus en détail dans la Section I.F.

Section I.D. Structure de (Z/nZ)*
§1.D(a) Cardinal

Définition 1.D.1. On note (Z/nZ)* 'ensemble des éléments de Z/nZ qui sont inversibles pour la
multiplication, c’est-a-dire :

(Z/nZ)* ={a€Z/nZ|3b€EZ/nZ, ab =1}
Cet ensemble forme un groupe abélien pour la multiplication.
Proposition 1.D.2. Soit n un entier et a un entier. Les propositions suivantes sont équivalentes :

e L’élément [a] € Z/nZ est inversible pour la multiplication ;
e |Lesnombres a etn sont premiers entre eux ;
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e L’élément [a] engendre le groupe abélien (Z/nZ, +).

Démonstration. Il s’agit d’'une conséquence du Théoréme de Bézout (Théoréme 1.B.17). Si a est
inversible, il existe b tel que [ab] = 1, c’est-a-dire qu’il existe k € Z tel que ab — 1 = kp ou encore
ab + kp = 1. Donc a et n sont bien premiers entre eux. Réciproquement, s’ils sont premiers entre
eux, alors il existe des entiers x, y tels que ax + ny = 1, donc ax — 1 = —ny et donc [ax] = 1.

On note par ailleurs que si [ax] = 1 alors tout élément [b] € Z/nZ est un multiple de a car [axb] =
[b]. Réciproquement si [a] engendre le groupe additif, alors 1 est multiple de [a] et donc il existe x tel
que [ax] = 1. o

Corollaire 1.D.3. Le cardinal de (Z/nZ)* est ¢(n) : le nombre d’éléments de {1, ...,n — 1} premiers
avec U'entier n.

Remarque 1.D.4. Ce résultat permet de donner une autre preuve du petit Théoreme de Fermat. En
effet, pour un nombre premier p, on a ¢(p) =p — 1 (tous les éléments non-nuls de Z/pZ sont
inversibles). Or, Uordre d’un élément d’un groupe G divise U'ordre de G (théoreme de Lagrange).
Appliqué au groupe G = Z/pZ, on obtient que quel que soita € (Z/pZ)*, a?~ ! = 1.

Corollaire I.D.5. Sin > 1 et a sont des entiers premiers entre eux, alors :

a®™ =1 (modn).
Démonstration. L’ordre de [a] dans (Z/nZ)* divise Uordre du groupe, qui vaut ¢(n). &
Corollaire I.D.6. L’anneau Z/nZ (Exemple 11.A.10) est un corps si et seulement si n est premier.

Démonstration. Procédons par disjonction des cas. Quitte a remplacer n par —n, on peut supposer
que n est positif. Sin = 0, alors Z/0Z = Z n’est pas un corps (car 2 n’est pas inversible). Sin =1,
alors Z/1Z = 0 n’a qu’un seul élément et n’est par définition pas un corps.

Sin est premier, alors il est premier avec tous les éléments de {1, ...,n — 1} et toutes leurs classes
dans 'anneau quotient sont donc inversibles.

Enfin, sin > 2 n’est pas premier, alors on peut écriren = ab avec a,b > 2. La classe [a] n’est alors
pas inversible. En effet, si elle 'était, il existerait un entier ¢ tel que [ac] = 1, mais alors [b] = [abc] =
0 est une contradiction avec le faitque 1 < b < n. <

Nous allons a présent étudier la structure du groupe (Z/nZ)*, qui est un groupe abélien fini (de
cardinal ¢(n)). Commengons par le cas le plus simple, celui ou p est premier.
§1.D(b) Cas des nombres premiers
Proposition I.D.7. Soit p un nombre premier. Le groupe (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.
Lemme I.D.8. Pour tout entiern € N*, on a (ou la somme est sur les diviseurs positifs de n) :

n=> p@.

din

Démonstration. On partitionne Z/nZ suivant Uordre de ses éléments. D’aprés le théoréme de

Lagrange, 'ordre d’un élément de Z/nZ est nécessairement un diviseur de n, doncona:

Z/nZ = |_|{a € Z/nZ | a estd'ordre d }.
din
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Or Z/nZ posséde un unique sous-groupe d’ordre d pour chaque diviseur d de n, a savoir (n/d)Z/nZ.
Cet unique sous-groupe possede exactement ¢(d) générateurs (Proposition 1.D.2), qui sont les
éléments d’ordre d de Z/nZ. La partition ci-dessus donne donc n = Y4, ¢(d) comme voulu. o

Lemme 1.D.9. Soit K un corps fini. Le groupe K* est cyclique.

Démonstration. Soitn = |K*|. Etantdonné un diviseur d de n, on note v, le nombre d’éléments de K*
d’ordre d.

Supposons qu’il existe x € IK* d’ordre d pour un certain d. Alors le sous-groupe (x) c K* engendré
par x contient d éléments, et quel que soity = x* € (x),onay? = (x¥)4 = x¥? = 1. Les éléments de
(x) sont donc des racines du polyndme X¢ — 1 € K[X]. Or, un polynéme de degré d dans un corps ne
peut avoir au plus que d racines.® Donc (x) contient exactement les racines de X — 1, c’est-a-dire
que tous les éléments d’ordre d sont dans {x). Comme (x) est un groupe cyclique, il contient ¢ (d)
éléments d’ordre d.

ILen résulte que soit vy = @(d) (si un tel x existe), soit v; = 0 (si x n’existe pas). Or, tout élément de
K* a un ordre d qui divise n, donc on a la double égalité :

Zvd =n=Z<p(d).

din din

On en déduit donc que v; = @(d) pour tout d (sinon, la somme de gauche serait strictement
inférieure a celle de droite). En particulier, v,, = ¢(n) > 0 et donc IK* contient au moins un élément
d’ordre n. Comme n est le cardinal de IK*, c’est que ce groupe est cyclique. <

Remarque 1.D.10. La méme preuve permet de démontrer que si K est un corps quelconque
(potentiellement infini) et si G < K* est un sous-groupe fini, alors G est cyclique.

Démonstration de la proposition. L’anneau Z/pZ est un corps, donc son groupe des unités est
cyclique. Son ordre est bien ¢(p) = p — 1 grace a la Proposition I.D.2. o

Remarque 1.D.11. Déterminer un générateur du groupe (Z/pZ)* (appelés les racines primitives
modulo p) est un probleme difficile ! De plus, étant donné une racine primitive r modulo p et un
élémenta € (Z/pZ)*, il n’y a pas de méthode efficace en général pour trouver 'exposant k tel que
r¥ = a, appelé «logarithme discret » de a (en base r, modulo p). Cette difficulté est & la base de
plusieurs algorithmes cryptographiques, comme ’échange de clés de Diffie-Hellman.

§1.D(c) Cas des puissances d’un nombre premier impair

Proposition I.D.12. Soit p un nombre premierimpair et @ = 2 un entier. Alors (Z/p*Z)> est un groupe
cyclique d’ordre @(p%) = p*1(p — 1).

Remarque 1.D.13. Comme Z/p®Z n’est pas un corps, le fait que son groupe des unités est cyclique
n’arien d’automatique !

3 Pour s’en convaincre, démontrer ce résultat par récurrence sur d et la division euclidienne : si « est une
racine de P € K[X], alors P = (X —a)Q + ¢ pour Q € K[X] et c €K ; en évaluant en a, on ac=0.
Cependant, lutilisation de la division euclidienne des polyndmes nécessite quelques notions sur les
anneaux qui seront démontrées dans le Chapitre Il. On vérifiera qu’il n’y a pas de boucle logique !
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Comme on sait que ¢(p%) = p*~1(p — 1), il suffit de trouver un élément de cet ordre pour conclure.
Nous allons exprimer cet élément comme un produit de deux éléments, 'un d’ordre p%~! et Uautre
d’ordre p — 1, et utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.D.14. Soit G un groupe et deux éléments a, b € G qui commutent et d’ordres respectifs k, [
premiers entre eux. Alors ab est d’ordre kl.

Démonstration. Notons n 'ordre de ab. D’une part, comme a et b commutent, on a (ab)¥ = a*'p* =
1 donc n divise kl. D’autre part, on a (ab)™ = 1, donc en élevant a la puissance [, on aa™ = a™p™ =
(ab)™ = 1. L’ordre k de a divise donc nl. Or, k et | sont premiers entre eux, donc k divise n.
Symeétriguement, on trouve que [ divise n. Leur PPCM, qui n’est autre que k vV Il = kl, divise donc n.

Ces deux relations de divisibilité entrainent que n = kl. <o

Remarque 1.D.15. L’hypothése que a et b commutent est essentielle (considérer les cycles (1 2) et
(1 2 3) dans le groupe symétrique). Si k et [ ne sont pas premiers entre eux, on ne peut pas remplacer
kl par le PPCM dans l’énoncé (penser au produit aa™1).

Lemme I.D.16. Soit k € N un entier naturel. Il existe un entier 1;, premier a p tel que :
(1+p)P“ =1+ . prtt.

Remarque 1.D.17. L’analogue de ce lemme est faux pourp = 2 :si k # 0, Uentier (32k - 1)/2"+1 est

pair. Nous verrons ci-dessous comment résoudre ce probleme.

Démonstration. Démontrons ceci par récurrence. Le cas k = 0 est évident : il suffit de choisirA = 1.
Supposons maintenant que l’équation est vérifiée pour un rang k donné. On a alors :

14

A +p)P""" = (1 + 4p+h)P = Z (") uoiptero:
i=0
p—1
= 1 4 A pt+? 4 pk z (P) () ip®FDi=k=3 4 (1, YPple+Dp
i
=2

=1+ (A + up)p**2.

On remarquera que l'on a utilisé Uhypothése p = 3 pour la derniere factorisation. Dans le dernier
terme, A, == A + up est bien premier avec p. <

Corollaire 1.D.18. L’élément [1 + p] € (Z/p*Z)* est d’ordre p*~ 1.

Démonstration. Tout d’abord, on a que :

a-—1

1+p)P =14 2,_1p% = 1 modp*.

Donc lordre de 1 + p divise p®~ L. De plus, (1 + p)?*~ = 1 4+ A,_,p% 1. Comme p ne divise pas A,_,,
on a que p% ne divise pas le produit 1,_,p% 1, donc 1 + A,_,p* ! # 1 modp® et Uordre de 1 + p est
bien égal a p®~1. <o

Lemme I.D.19. Le groupe (Z/p*Z)* contient un élément d’ordrep — 1.

Démonstration. Considérons le morphisme d’anneau y: Z/p*Z — Z/pZ donné par lidentité de Z. Il
induit un morphisme de groupes Y: (Z/p*Z)* - (Z/pZ)*. Ce morphisme est surjectif : étant donné
une classe [a] € (Z/pZ)*, Uentier a € Z est premier avec p et est donc premier avec p%, et on a bien
[a] € (Z/p*Z)* etyp([a]) = [a]. Or on a vu que (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1. Choisissons un
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générateur g' € (Z/pZ)*, quelonreleveen g € (Z/p*Z)*. Comme g’ estd’ordrep — 1, g estd’ordre
un multiple de p — 1 etdonc (g) contient un élément d’ordrep — 1. o

Démonstration de la proposition. Nous venons de voir que (Z/p“Z)* contient un élément g d’ordre
p — 1 et un élément 1 + p d’ordre p*~1. Comme ces deux ordres sont premiers entre eux et que
(Z/p*Z)* est abélien, le produit (1 + p)g estd’ordre p*~1(p — 1) = @ (p%). N

§1.D(d) Cas des puissances de 2
Proposition 1.D.20. Soit « > 1 un entier. Le groupe (Z/2%Z)* est donné par :

e Sia=1,alors (Z/2Z)* = 1 est le groupe trivial.
e Sia=2,alors (Z/4Z)* = {1,3} = Z/27Z est le groupe (cyclique) a deux éléments.
e Sia >3,alors (Z/2°7)* = Z/27 X /2% ?1.

Lemme I1.D.21. Soit k € N un entier naturel, il existe un nombre impair y;, tel que :
52" = 1 + p 2K+2,

Démonstration. Le cas k = 0 est clair (5! =1+ 1 X 4 donc on peut prendre u, = 1). Supposons
’égalité vraie pour un rang k donné. Alors :

52 = (1 + e 22)? = 1+ 23 + pf 2264 = 1+ (uy + 2u3) 2843,
Il suffit donc de poser pyq = pg + 2;1,2( qui estimpair. <

Déemonstration de la proposition. Les deux premiers cas sont évidents. Posons donc a = 3. Soit
Y:Z/2%7 — 7./4Z \a réduction mod 4, qui induit un morphisme de groupes : (Z/2%Z)* - (Z/AZ)*.
Ce morphisme est surjectif, car (1) = 3 ety (3) = 3. Donc ker(y) est d’ordre :

|(Z/2%7)*| _ $(2%) 271
[(Z/42)*|  ¢(4) 2

Or, ker() contient 5 (car 5 = 1 mod 4) et le lemme précédent démontre que 5 estd’ordre 2¢72, donc

=272,

lker()| =

ker(y)) est cyclique. Il nous suffit donc de démontrer que (Z/2%Z)* est isomorphe au produit de
ker(y) et de (Z/47Z)*. C’est une conséquence du lemme suivant, appliqué a (+1) = +1. o

Lemme 1.D.22. Soit: G = H un morphisme surjectif de groupes abéliens. S’il existe un morphisme
0:H — G telque Y o g = idy, alors G estisomorphe a H X ker(y).

On définit un morphisme de groupes p:G — ker(y) par p(g) =g—0(1/)(g)) (qui est bien un
morphisme car G estabélien). Cela nous permet ainsi de définir un morphisme de groupes (¥, p): G -
H X ker(y).

Comme G et H X ker(y)) ont le méme cardinal, il suffit de démontrer que le morphisme (y, p) est
injectif pour en déduire que c’est un isomorphisme. Supposons donc que g € G est dans le noyau de

(¥, p), c’est-a-dire que P(g) = 0 et p(g) = 0. En particulier, p(g9) = g —a(¥(9)) = g —a(0) = g,
d’ou Uon en déduitque g = 0. <

§1.D(e) Cas général

Théoréme 1.D.23. Soit n = {-‘zlpf“' un entier naturel et sa décomposition en facteur premiers
distincts. On a un isomorphisme de groupes :
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k
(Z/nT)* = H(Z/pf‘fz)x.
i=1

Ainsi gu’une égalité :

o) = f[q)(pff) - nﬁ(l -).

i=1

Etant donné les résultats des sections précédentes, le théoréme découle directement du résultat
suivant et d’une récurrence :

Théoréme 1.D.24 (Théoréme des restes chinois). Soit a et b deux entiers premiers entre eux. Ilya un
isomorphisme d’anneaux :

Z/abZ = 7/aZ X T/ bT.

Démonstration. Il 'y a un morphisme de groupes évident Z/abZ — Z/aZ X Z/bZ donné par [n] —
([n], [n]). ILsuffit de montrer qu’il est injectif, car les deux groupes ont bien entendu le méme cardinal.
Si [n] appartient au noyau, c’est que a et b divisentn ; leur PPCM a V b = ab (ils sont premiers entre
eux) divise donc également n, donc [n] = 0 € Z/abZ. o

Remarque 1.D.25. Ce résultat est évidemment faux si a et b ne sont pas premiers entre eux. Par
exemple, Z/4Z n’est pas isomorphe a Z/27 X 7/ 2.

Corollaire 1.D.26. L’indicatrice d’Euler est multiplicative : si a et b sont des nombres premiers entre
eux, alors g(ab) = ¢(a) ¢(b).
Remarque 1.D.27. Le groupe (Z/nZ)* est cyclique si et seulement sin vaut 2 ou 4 ou est de la forme

p® ou 2p“ avec p un nombre premier impair.

Remarque 1.D.28. Le théoréme des restes chinois (appliqué plusieurs fois) dit qu’étant donnés des
entiers ny, ..., N, premiers entre eux deux a deux et des classes a; € Z/n,Z, ..., ay € Z/n,Z, sion note
N =n, ..ny, alors il existe une unique classe x € Z/NZtelle que x = a; (modn;) pourtoutl <i < k.

La preuve donnée ci-dessus n’est pas constructive, mais on peut en fait facilement trouver la solution.
Soitm; = N/n; = n, ...71; ...n,. Comme n; et m; sont premiers entre eux, il existe un entier 1; tel que
m;A; = 1 (modn;). Une solution au systéme d’équations modulaires est alors donnée par :

X = Aymiaq + - Lpymyay.

En code:

restesChinois[a_, n_] /; Length[a]l] == Length[n] :=
Module[{prod, m, A},
prod = Times @@ n;
m = prod/n;
A = MapThread[euclideEtendul#, #21[[2]1] &, {m, n}];
Mod[Plus @@ (A*m=*a), grandN]
]

Section |.E. Réciprocité quadratique

Pour cette section, on pourra se référer notamment a [5].
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8 I.E(a) Symbole de Legendre

Définition I.E.1. Soit p un nombre premier et a un entier. On dit que a est un résidu quadratique mod
p s’ilexiste un entier n tel que a = n? mod p.

Exemple I.E.2. Si a est déja un carré dans Z, alors c’est un résidu quadratique quel que soit p.

Exemple l.E.3. Le nombre 3 est un résidu quadratique modulo 11, car 52 = 25 = 3 + 2 X 22.Cen’est
en revanche pas un résidu quadratiqgue modulo 5ou 7.

Définition I.E.4. Soit p = 3 un nombre premier et a un entier. On définit le symbole de Legendre, noté

(g), de la fagon suivante :

a 1, si a est un résidu quadratique mod p eta # O modp;
(—) =4-1, si a n'est pas un résidu quadratique mod p;
0, sia =0modp.

Avertissement L.E.5. Il ne faudra pas confondre cette notation avec celle d’une fraction...

1 1 3 4 5 5 T 3 E) 18 11 12 1 1 5 15 7 18 15 28 2 a2 1 i 25 26 7 2] 2

1 B 1 1 @ 1 1 [l 1 af '} 1 1 @ 1 1 [} 1 @ 1 1 B B 1 1

5 1 -1 -1 1 [} 1 -1 1 1 ] 1 -1 -1 1 @ 1 -1 -1 1 [ 1 1 -1 1 ] 1 1 -1 1
7 1 1 1 1 1 ) 1 1 1 1 1 1 a 1 1 1 1 1 a 1 1 1 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ® 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ° 1 1 1 1
13 1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 3 1 -1 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 ] 1 1 1
17 1 1 1 =il - 1 1 1 il i 1 1 1 1 a 1 1 =1 = 1 1 =il 1
10} 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1 1 1 1 1
23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1 -1 [ 1 1 1 1 1 1
29 1 1 1 1 1 1 1 1 = 1 1 1 -1 1 -1 1 —1 1 1 —i 1 8
41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1
a1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 = 1 1 =il 1 -1
a3 1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
ar 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

59 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1
&1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 =1 1 = -1 1 1 -l
ur 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 1 1 1 1 1 il =l 1 1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 1 1
FX) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a3 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 1
L1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 =il 1 1 1
ar 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
181 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1
181 1 1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1
1087 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
188 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1
114 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
127 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1

Figure |.E-a Les premiéres valeurs du symbole de Legendre (g) (a en abscisse, p en ordonnée).

Remarque L.E.6. Le symbole de Legendre (g) ne dépend que de la classe de a mod p.

Proposition I.E.7. Le symbole de Legendre est completement multiplicatif en la premiere variable :

. 1 b b
pour tout premierp = 3,ona (5) =1, etpourtousa,b € Zon (%) = (%) (;).
Démonstration. La démonstration est un petit exercice de disjonction des cas. <o

Proposition I.E.8 (Critére d’Euler). Soit p = 3 un nombre premier et a un entier. On a:

()= s
—-]l=a mo .
p p
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Démonstration. Le cas ou a est divisible par p est clair, supposons donc quea Ap = 1. D’apres le
petit Théoréme de Fermat, ona [a?~!] = 1, ce que l'on peut réécrire en :

[ —1”a2+1] 0. ()

p-1 p-1 .
D’apres le Lemme d’Euler, au moins une des deux congruences [a 2 ] =1ou [a 2 ] = —1 est vraie.

De plus, si a est un résidu quadratique (et donc (%) = 1), disons [a] = [x?], alors :
p-1
[ 2 ] [(xz) 2 ] [xP~1] = 1.

a et L ape s N . ,
Donc la congruence > = |a 2 | est vérifiée. Il nous reste donc a montrer que si a n’est pas un

résidu quadratique, alors [a 2 ] =-1.0r, le polynomeX 2 — 1€ (Z/pZ)[X] ne peut avoir au plus
que p% racines, car Z/pZ est un corps. Il suffit donc de démontrer qu’il y a au moins pT_l résidus

quadratiques non-nuls pour conclure : sia n’est pas un résidu quadratique, alors il ne peut pas étre

-1
racine deX z — 1 etdonc d’aprés (x) on doit avoir [a 2 [ =

L’application o: (Z/pZ) \ {0} - (Z/pZ) \ {0} , x » x?> a pour image lensemble des résidus
quadratiques non-nuls. De plus, pour un a # 0 donné, la préimage o~ 1({a}) est 'ensemble des
racines du polyndme X2 — a. Son cardinal est donc au plus égal a 2, toujours car Z/pZ est un corps.
Si Uon note R le nombre de résidus quadratiques non-nuls, on obtient donc que le cardinal de

(Z/pZ) \ {0}, qui vaut bien s(rp — 1, est inférieur ou égal & 2R et donc que R > pT_l. Ily a donc bien

. -1 . .
au moins pT résidus quadratiques non-nuls. <

Notons que nous avons démontré au passage :

Proposition 1.E.9. Soit p un nombre premier. Il y a autant d’éléments de (Z/pZ) \ {0} qui sont des
résidus quadratiques que d’éléments qui n’en sont pas.

Remarque I.E.10. L’application x = p — x estune involution libre (car p # 2) sur’ensemble (Z/pZ) \
{0}. Si a = x? est un résidu quadratique non-nul, alors (p — x)? = a est 'autre maniére de voir a
comme un résidu quadratique. Par exemple, x2 = 19 mod 31 admet la solution x = 9, donc 'autre
solutionest31 — x = 22.

8 I.E(b) Loi de réciprocité quadratique

Terminons ce chapitre sur le résultat fondamental suivant. Ce résultat relie deux énoncés quin’ont, a
priori, aucun rapport entre eux: le fait qu’'un nombre premier soit ou pas un résidu quadratique
modulo un autre nombre premier g, et la réciproque, a savoir que g est ou pas un résidu quadratique
modulo p.

Théoréme I.E.11 (Réciprocité quadratique). Soit p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts.
Alors l’équation suivante est vérifiée :

B)E)- o

En d’autres termes :
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e Si au moins U'un des deux nombres p et g est congru a 1 modulo 4, alors p est un résidu
quadratique modulo g si et seulement si g est un résidu quadratique modulo p.

e Sinon (si les deux nombres p et g sont congrus a 3 modulo 4), alors p est un résidu
quadratique modulo g si et seulement si g n’est pas un résidu quadratique modulo p.

Remarque I.E.12. En théorie des nombres, il est fréquent de noter
-1 p-1
P = (—)p =D 2p
p

La réciprocité quadratique peut se réécrire comme (%) = (p—).

q

3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 9 61 67 71 73
3 ] 101 101 -1 1 1 -1 1 1 1 1 1] -1 1 1 1 1 1
5 1 @ 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1
7 1 1 a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 @ -1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 1
13 1 -1 -1 1 @ 1 1 1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1
17 1 1 1 101 ] 1 1 1 -1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1
19 1 1 1 1 -1 1 @ 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1
23 1 1 1 101 -1 1 e 1 1 101 11 -1 1 1 -1 1 1
29 1 1 1 1 1 =il 1 1 a 1 1 -1 1 =il 1 1 1 1 1 1
3 1 1 1 1 -1 -1 1 1 -1 [} 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1
37 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 @ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
41 1 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 L] 1 -1 -1 1 1 -1 1 1
43 1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 ] 1 1 1 -1 1 1 1
a7 1 1 1 1 i 1 1 1 -1 -1 1 1 1 e 1 1 1 1 1 1
53 1 -1 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 U] 1 -1 -1 1 1
59 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 101 1 11 ] 1 1 1 1
61 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 L) -1 1 1
67 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 @ 1 1
7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 (] 1
73 1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 @

Figure |.E-b Valeurs de (5) pour des petits nombres premiers. En rouge et vert, les entrées symétriques ; en bleu et

violet, les entrées antisymétriques.
Ce théoréme est complété par deux autres lois de « réciprocité » :

Théoréme 1.E.13 (Premier complément). Soit p un nombre premier impair. Le nombre —1 est un
résidu quadratique modulo p si et seulement si p est congru a 1 modulo 4, c’est-a-dire :

-1 p-1

(_) —(-1)z.

p

Démonstration. Nous pouvons déja démontrer le premier complément, qui est une conséquence
_ p-1

immédiate du critére d’Euler (Proposition I.E.8). En effet, ce critére donne (?1) =(-1)z [p].Or,il

s’agit de deux nombres égaux a 1, etp = 3. Ils sont donc égaux. <

» ) LEVEES p-1 ,
Remarque I.E.14. Comme (_—1) =1 quel que soitp et que (1) z V2 / =(—=1)z , ce premier

complément est bien une variante de la réciprocité quadratique.
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Théoréme |.E.15 (Deuxiéme complément). Soit p un nombre premier impair. Le nombre 2 est un
résidu quadratiqgue modulo p si et seulement si p est congru a 1 ou —1 modulo 8, c’est-a-dire :

G-

Avant de démontrer le résultat, donnons quelques exemples d’application.

Exemple I.E.16. Est-ce que x? = 5 [103] a une solution ? Difficile de répondre & premiére vue, & part

5 103

en testant tous les entiers x € {0, ...,102}. Mais comme 5 est congru & 1 modulo 4, on a (E) = (T)

Or, 103 = 3 [5] n’est pas un résidu quadratique, donc 103 n’est pas un résidu quadratique mod 5.

Exemple I.E.17. Comment calculer (%) ?Comme 101 =1 [4],0ona:

(151 = (75) = () = () o)

D’apres le second complément, (%) = 1. De plus, 11 et 79 sont congrus a 3 mod 4 donc :

(53)=- ()=~ () =
79/ 11/ \11) 7
L’équation x? = 79 admet donc bien une solution modulo 101. Un calcul numérique laborieux

permet de trouver les solutions x = 33 etx = 101 — 33 = 68.

Remarque I.E.18. Malheureusement, le théoréme de réciprocité quadratique n’est pas constructif. Il
permet de déterminer si 'équation x? = p mod q a une solution ou non, mais ne donne pas la solution
si elle existe.

Exemple I.E.19. Soit p un nombre premierimpair. Alors 'équation x? = —1 mod p admet une solution
si et seulement si p est congru a 1 modulo 4, carsip = 4k + r alors

-1 -1 1, sir=1;
(7) =Dz = {—1, sir =3.

Donc —1 estun carré modulo 5,13,17, 29, etc., mais pas modulo 3,7,11,19, etc.
Corollaire I.E.20. Il existe une infinité de nombres premiers p congrus a 1 modulo 4.

Démonstration. Supposons au contraire qu’il en existe un nombre fini, disons {p4, ... px }. Considérons
Uentier:

a=2p;..p)?+ 1.

Soit g un facteur premier de a. Alors ’équation x?> = —1 a une solution modulo g, & savoir x =
2p; ...pm- D’apres la loi de réciprocité quadratique, p = 1 mod 4. Or, a est premier avec tous les p;,
donc q aussi. C’est donc un nouveau nombre premier congru a 1 modulo 4. <

Corollaire I.E.21. Il existe une infinité de nombres premiers congrus a —1 modulo 8.

Démonstration. L’idée est la méme que dans le corollaire précédent. Soit {p,, ..., pr} un ensemble de
nombre premiers congrus a —1 mod 8. On pose :

a=(4p; .. px)* — 2.
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Etant donné un facteur premier impair g de a, équation x> = 2 [q] a une solution, donc q =
+1mod8. Or,a = —2 mod 8, donc au moins l'un de ses facteurs premiers impairs est congru a —1.
Ce facteur est premier avec tous les p; et donne donc un nombre premier congru a —1 mod 8 qui ne
figure pas dans la liste {py, ..., Di}- &

(i) Une preuve combinatoire

Il existe de nombreuses preuves de la réciprocité quadratique. Donnons-en une, purement
combinatoire, due a Eisenstein (voir par exemple [7, §3.2]).

Théoréme I.E.22 (Lemme de Gauss®). Soit p un nombre premier impair et a un entier non divisible
par p. Soit S 'ensemble des restes de la division euclidienne par p des nombres {a, 2a,3a, ...,pT_la}

et soitn le nombre d’éléments de S qui sont supérieurs ap/2. Alors :

-

Exemple I.E.23. Soitp = 13 eta = 6. On doit considérer les nombres {6,12,18,24,30,36}, dont les

restes mod 13 sont {6,12,5,11,4,10}. Parmi ces restes, trois sont supérieurs a 13/2, donc le
théoreme prédit (%) = —1, c’est-a-dire que 6 n’est pas un résidu mod 13. On peut vérifier que c’est
effectivement le cas (les classes des résidus non-nuls mod 13 sont {1, 3,4,9,10,12}).

Démonstration du Lemme de Gauss. On pose le produit suivant :

X:nSznkazaXZaXSax...x > a.
k=1

Ce produit peut étre simplifié en :

p-1 -1 p=1/mp—1
X:aT1x2x...xp2 =aT(pT)!

Nous allons maintenant calculer ce produit (modulo p) d’une autre maniere. Soient x4, ..., x,, les
restes supérieursap/2 etyy, ..., Vi, les restes inférieurs a p/2. Aucun n’est nul (car aucun élément de

S n’estdivisible parp)etonan +m = pT_l. Par définition, X = xq ... Xy Y1 - Y-

: -1 . _—
Pourtouti,ona0 <p—x; < pT et lesvaleurs p — x; sontdeux a deux distinctes. De plus, aucunp —
x; n’est égal a un y; (car sinon, on auraitp — ka = la mod p) pour deux valeurs distinctes 1 < k,[ <

pT_let donck + 1 =0 [p], cequiestimpossible). Posons :

E={p—x1,..0 =23V {y1, ., Ym}.
. -1 _— . -1,
Cet ensemble contient pT valeurs distinctes deux a deux entre 1 et pT. C’est donc que E est

-1
exactement ’ensemble {1, ...,pT}. Donc:

P = x1) e (P = Xp)Y1 o Vi = (_> |

4 Gauss a démontré de nombreux lemmes...
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Or, modulo p, ce produit est congru a (—1)"X. Comme (pz ) ! est inversible modulo p, on en déduit

que aT = (—1)" [p]. Il ne reste plus qu’a appliquer le critere d’Euler (Proposition I.E.8) pour
conclure. <o

Théoréme I.E.24 (Lemme d’Eisenstein). Soit p un premier impair.

e Siaunnombre impair non divisible parp,ona:
(p-1)/2

(g) = (-1, out, = kz=1 [k?aJ
()= o

Déemonstration. Utilisons les mémes notations que dans la preuve du théoreme précédent. Il suffit de

e Sia=2,0ona:

2
. L p?-1 .
montrerquen =t [2] pour le premiercas, ou a pTSI a=2.

Le quotient de la division euclidienne de ka parp (pour1 < k < pT_l) vaut lk?al Onadonc:

r-1)/2 r-1)/2 n m
ka
3 w03, ]S
k=1 k=1 p i=1 j=1
n m
=t,+ z x; + Z Y-
i=1 j=1

De plus, en se servantdufaitque {p — x4, .., p — X, U {y1, o0, Yt = {1, ...,p%l}, ona:

(p-1)/2 n

2 Z(p—x)+2y,

Si 'on soustrait ces deux équations, on trouve :

(r-1)/2
(a—1) Z k =p(t, —n)+22xl

Z(p D/2g -

Or, la somme de la suite arithmétique ci-dessus vaut (p? —1)/8.Donc modulo2ona:

2 _
(a—l)p

=t, —n mod?2.

Si a estimpair, on trouve bienn = t,; [2].

En revanche, sia = 2, alors t, = 0 (car |2k/p] = 0 pour toutk € {1,...,(p — 1)/2}) et on a bienn =
(»*-1)/8 [2]. %

Démonstration de la loi de réciprocité quadratique. On considére 'ensemble :

-1
2

={@yen|1<x<Plear<y<i71}

Il est partitionné en deux sous-ensembles (notons que U'on ne peut avoir px = qy) :
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AM={y)eAlgx>py}, A, ={(x,y)EA|lgx<py}

On peut réécrire A; comme :

A1={(x,y)€A|1SxSpZ;1 et1<y<%}.

1 2 3 4 5 6

Figure |.E-c La partition de A en A, (en vert) et A, (en bleu) pour p = 13 etq = 17. En rouge, la droite d’équation gx = py.

p-1)/2

On en déduit que le cardinal de A; vaut },._;

(q-1)/2
Zy:l

d’Eisenstein, on obtient :

lgx/p]. De fagon analogue, le cardinal de A, vaut

lpy/ql. La somme est le cardinal de A, a savoir (p7—1) (qT_l) Donc en appliquant le lemme

(g®=@ﬁ%W%_ o

q/ \p

(i)  Autre démonstration de la réciprocité quadratique

Nous allons ici présenter une des preuves de Gauss de la réciprocité quadratique. Dans la suite, on
fixe un nombre premier impair p. La preuve du second complément (page 27) est légérement plus
simple et il peut étre utile de la lire en premier.

Définition I.E.25. On pose {}, = e?m/? yne racine primitive piéme de Uunité. La somme quadratique
de Gauss g(a, p) est définie, poura € Z, par:

p—1
g(@p) =) g, O
n=0
Lemme I.E.26. Si a est un entier multiple de p, ona g(a; p) = p.

2
Démonstration. En effet, si a est un multiple de p, alors (g"z = ({g)n =1. o

Lemme I.E.27. Soit a un entier quelconque. Alorson a:

p-1

g@p) = (1 + (S))(;".

k=0
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Démonstration. D’apres la Proposition I.LE.9, ily a pT_l résidus quadratiques parmi {1, ...,p — 1} etpT_1
non-résidus. Chaque résidu quadratique apparait donc deux fois dans la somme (). De plus 1 + (g)

vaut 2 si k # 0 est un résidu quadratique, et 0 si c’est un non-résidu. <o

Exemple I.E.28. Soitp = 5, alors :

9(@;5) = 1433+ 020+ + 8 = 148 + 33 + 3% + 33
=1+ +ET+H G+
=1+208 +203% =1+ 2{¢ + 002% + 003 + 202*

=1+<1+(§)>(§+<1+(§)> 52“+<1+(§>> 53“+<1+<§>> 22,

Lemme I.E.29. Si a est un entier qui n’est pas divisible par p, alorsona:

p—1

@)=y (g) ak,

=0

=

Démonstration. En effet, comme a est premier avec p, ona{j # 1, donc:

p—1 p—1 ap
k 1-¢
D= @) =T o
k=0 k=0 p
Lemme I.E.30. Soit a un entier qui n’est pas divisible parp.On a
a
gla;p) = (E)Q(l; p).

Démonstration. Comme a n’est pas divisible par p, Uapplication x = ax introduit une bijection de
Z/pZ sur lui-méme. Par conséquent,

p-1 p—1 p—1
913p) = kzo(g) Gk = Z ()45 - ) () ()%= (5)gain o

Proposition I.E.31. On a ’équation suivante :

p-1
g(;p)* = (?)P =(-1 2 p.
* -1 ’ 4 H LA H 2 ok
Onrappelle quep™* = (?) p. L’équation précédente dit g(1;p)* = p*.

Démonstration. D’une part, grace au lemme précédent, étantdonné1 <a <p—1,ona:
a —-a -1
9(a;p)g(—a;p) = (—)g(l;p) (—)g(l;p) = (—)g(l;p)-
p p p
On en déduitdonc que :

p—1

Z 9(a;p)g(—a;p) = (_71) (»—1Dg(Lp).

a=1

D’autre part,ona:
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p—1p-1

g(a;p)g(- ap)_ZZ( )( ) a(k=D).

En prenant la somme sur a, on obtient :

1 1 -1
Zg(a P)g(—ap) = pZPZ( )(%)ch(k-”.

a(k-1)

. -1
Or, la somme géométrique 22:1 p

vaut p si k = l et est nulle sinon. On en déduit donc que :

p-1 2

Zg(a p)g(—a;p) = Z (S) p=p{-—-D.

k=0

En combinant les deux expressions de la somme des g(a; p)g(—a; p), on en déduit le résultat. o

Exemple I.E.32. Soitp = 5. On rappelle que g(1;5) = 1+ 2{s + 2(;}. On obtientdonc :

9(1;5)% = (1 + {5 + 208)?
=1+4¢2+478 + 45 + 472 + 82
=5+4(1+{+E+33+03)
=5.

Démonstration du théoreme. Soit q # p un autre nombre premier impair. On a, en appliquant le
critere d’Euler (Proposition I.E.8) :

*

q-1 -1
gLp) ™t =@Lp)?)z = = (%) mod g, donc:

g(L;p) = (%) g(1;p)modq. (*)

Or, on peut calculer par ailleurs que (en se servant du fait que (x + y)? = x? 4+ y? modgq):

p—1 p—1
g(1;p) = ( ) = (t)iz'fq mod g
k=0 k=0
= g(¢;p) modgq
= (%)g(l p)modgq. €

On en déduit donc, en combinant (x) et (x*), que :

*

(%)g(l;p) = (g)g(l;p) mod g.

Si 'on multiplie chacun des deux cétés par g(1;p) et si Uon se sert du fait que g(1;p)? = p* est
inversible modulo g, on en déduit que (%*) = (g) mod q. Comme ces deux nombres sont égaux a +1

etque q # 2, c’est qu’ils sont égaux. <
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(iif)  Autre démonstration du second complément

. . . . . (2 p2-1
Démontrons maintenant le second complément : pour un nombre premier p donné, (;) =(-1) s .

L’idée est similaire a celle de la loi de réciprocité quadratique générale, mais il faut Uadapter a la

spécificité du nombre premier 2.

Posons (g := e?™/8 une racine primitive huititme de lunité et 7:= g+ {g!. Cette «somme
quadratique » satisfait une version de ’équation fondamentale des sommes quadratiques de Gauss
(Proposition I.E.31) :

Proposition I.E.33.On a ({3 + {3 1)? = 2.
Démonstration. Comme {§ = i, on obtient {§ + {32 = 0, ce qui permet d’avoir :
?=3+2+0*=2+0=2. o

Démonstration du théoreme. On peut maintenant démontrer le complément d’une maniere analogue
a la preuve de la réciprocité quadratique. D’une part, grace au critere d’Euler,ona:

p—1 p-1 2
P 1l=(72)2 =22 = (5> modp, donc:
2
P = (E)r modp. (%)

Par ailleurs,on a:
™= ((g+ )P =78 + 5" modp.

Ily a deux cas possibles :

_ p?-1
e Sip=+1mod8,alorsly + ;P =+ {3t =1=(-1) s 1.

p2-1

e Sinon(sip =43 mod8),qy + ;7 =—1=(-1) & T

p*-1 )
Donc quoi gu’il en soit, 77 = (—1) 8 T mod p. En combinant avec (*), on trouve

2 -1
(5>T = (—1)pTT mod p.

Si on multiplie chacun des deux cotés de cette congruence par T et sion note que T2 = 2 estinversible

2 p?-1 i .
mod p, on trouve que (;) = (—1) 8 modp. Or ces deux nombres sont égaux a +1letp # 2; c’est
donc que les deux nombres sont égaux. <

8 I.E(c) Symbole de Jacobi

Le symbole de Legendre (%) n’est défini que si p est un nombre premier impair. Il existe une

généralisation, le symbole de Jacobi, qui est défini si la deuxieme variable est un nombre entier impair
arbitraire. Son intérét principal est de fournir un algorithme rapide pour calculer le symbole de
Legendre.
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Définition I.E.34. Soitn = i-‘=1pi un entier impair et sa décomposition en facteurs premiers (non
nécessairement distincts), et soit a € Z un entier quelconque. Le symbole de Jacobi (%) est défini
par:

-1

Remarque I.E.35. Etant donné a € Z, le nombre (%) est un produit vide et vaut donc 1.

Remarque I.E.36. Sin est un nombre premier impair alors (g) est égal au symbole de Legendre.

Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier.

Proposition I.E.37. Le symbole de Jacobi (%) ne dépend que de la classe de a modulo n.

Remarque 1.E.38. Le symbole de Jacobi (%) estnon-nulsi et seulementsia An = 1.

Proposition I.E.39. Le symbole de Jacobi est complétement multiplicatif en chaque variable, c’est-a-
dire que pourtous a,b € Z ettous m,n € Nimpairs,ona:

ab ay (b a a\ (a
=06 =G
Remarque I.E.40. En particulier, quels que soient a et n (impair) premiers entre eux, (%) =1.

Avertissement I.E.41. Etant donnés a et n, méme si (%) =1, il est possible que a ne soit pas un
2
résidu quadratique mod n. Par exemple, (g) = (g) = 1 alors que 5 n’est pas un résidu quadratique

mod 9. En revanche, si (%) = —1, alors a ne peut pas étre un résidu quadratique modulo n.

Proposition I.E.42. Le symbole de Jacobi vérifie les relations suivantes, qui généralisent la réciprocité
quadratique, pour tous a, b entiers naturels impairs :

(__1) - (_1)172;1, (E) = (—1)b28_1, (E) (g) = (_1)(‘17_1)(%),

b b

Lemme L.E.43. Soit 7, s des entiers impairs. Alorson a :

rs—l_r—1+s—1 42
2 - 2 2 meds
ris?—1 _r?-1 s?-1

8_8+8

mod 2.

Pour le premier énoncé, notons quer — 1 et s — 1 sont pairs, donc:

(r—=1(s—1)=0 mod4
=rs—1=r—1+s—1 mod4
rs—1 r—-1 s-1

:2_2+2mod2.

Le raisonnement est le méme pour le deuxiéme énoncé en notant que r?> — 1 et s? — 1 sont divisibles
par 4. <
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Démonstration de la proposition. Posons a = p; ...p, €tb = q; ... q,, les décompositions en facteurs
premiers de a et b. Alors on a, en appliquant le lemme plusieurs fois par récurrence :

(_71) = (;—11) (;_:> — (_1)‘112—1+...+qn2—1 _ (_1)q1...r§m—1 _ (_1)172;1.

2 b2-1
De la méme maniére, (;) = (—1) & .Enfin,

G®)-T] (p_) (%)- =) 2 D), o

b/ \a I\q;/ \p;i
L

Remarque 1.E.44. Ces propriétés permettent de trouver un algorithme efficace pour calculer le
symbole de Jacobi [2, section 31].

Section I.F. Tests de primalité
§1.F(a) Testde Fermat

Nous avons vu dans la Section I.C un premier test de (non-)primalité : étant donné un entier n, on
choisit au hasard un entier 2 < a < n — 1 et on teste deux choses :

e Est-ce que a et n sont premiers entre eux? On peut calculer rapidement leur PGCD par
l’algorithme d’Euclide. S’ils ne sont pas premiers entre eux, alors n n’est pas premier.
e Est-cequea™ ! =1 modn, oupas?

Si a An =1 mais que 'équation est fausse, n n’est pas premier et on dit que a est un témoin de
Fermat de n. Si elle est vraie, au contraire, alors n est probablement premier. Pour un algorithme plus
précis, on peut répéter 'opération un nombre fixé de fois (on choisit k nombres a4, ..., a; au hasard et
on réalise le test). En Mathematica :

testFermat[n_] /; n >= 3 := Module[{a, an, d},
a = RandomInteger[{2, n}];

d = euclide[a, n];
d == 1 &&

PowerMod[a, n - 1, n] == 1
]

Il n’est en général pas nécessaire de considérer tous les entiers inférieurs & p dans le test. A titre
d’indication, il n’existe que 21 853 nombres p inférieurs & 2,5 X 101° qui ne sont pas premiers mais
tels que 2P est congru a 2 modulo p (voir [9]).

Remarque I.F.1. Si 'on connait un témoin de Fermat pour un entier n, on sait qu’il est composé, mais
le témoin ne nous donne pas de factorisation. Il s’agit simplement d’un « certificat » de non-primalité.

Cependant, cet algorithme n’est pas tres efficace d’un point de vue algorithmique : sa complexité
temporelle est de Uordre de O(In%(p) In(In(p))). ILest par ailleurs d’une précision limitée. Etant donné
a > 2, il existe une infinité d’entiers n composés tels que a® ! =1 modn, appelés «nombres
pseudo-premiers de Fermat en base a » et a est appelé un menteur de Fermat pour n.

Exemple I.F.2. Considérons n = 2373. On vérifie facilement que n n’est pas premier : par exemple,
22372 = 2083 mod n est un témoin de Fermat (en fait, n = 3 X 7 X 113). Mais il existe 15 menteurs de
Fermat (211, 566...).
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Pire encore, il existe des nombres qui sont pseudo-premiers en toute base !

Théoréme L.F.3 (Korselt). Soitn > 2 un entier. Les propositions suivantes sont équivalentes :

e Pourtout entier a premieravecn,onaa™ ! =1 modn.

e Le nombren n’aaucun facteur carré, et si p est un facteur premierden, p — 1 divisen — 1.

Démonstration. Supposons d’abord que n vérifie la premiére propriété. Sin avait un facteur carré,
disons n =p%n’ ol a = 2 et p An’ =1, nous allons démontrer qu’on arrive a une contradiction.
D’aprés le théoréme des restes chinois, on a (Z/nZ)* = (Z/p*Z)* x (Z/n'Z)*. Soita € (Z/nZ)* \a
classe qui correspond & (1+ p,1) (c’est-a-dire a =1+ p modp® et a = 1 modn’). En particulier,
a=1+p modp?. Alors a est premier avec p* et avec n’, donc avec n = p*vn’, et donc par
hypothése a™~! = 1 mod n. Mais par ailleurs, modulo p?, on trouve :

a1 =1+ p)" ! modp?
=1+ (n— 1)p modp?
=1—p modp?.

Ontrouve donc 1 = 1 — p mod p?, ce qui est absurde.

Démontrons maintenant que si p | n est un diviseur premier de n alors p—1|n—1. Soit b €
(Z/pZ)* =Z/(p — 1)Z un générateur et posons n = pn'. D’aprés ce qui précéde, p An' =1, donc
d’apres le théoréme des restes chinois, (Z/nZ)* = (Z/pZ)* x (Z/n'Z)*. Choisissons a € (Z/nZ)* |a
classe qui correspond & (b,1). On aa™ ! =1 modn par hypothése, ce qui donne b ! = 1 modp.
Comme b est un générateur de (Z/pZ)*, son ordrevautp — 1,doncp — 1| n — 1.

Supposons maintenantque n = p; ...p, N'apasdefacteurcarréetp; — 1 | n — 1 pourtouti.Soita un
entier premier a n. En particulier, pour chaquei,a Ap = 1,donconaa?i"' =1 [p;].Or,p; —1|In—
1, donca™ ! =1 [p;]. Or d’apres le théoréme des restes chinois, (Z/nZ)* = [1;(Z/p;Z)* (car tous
les p; sont premiers entre eux), donc en regroupant toutes les congruences, on arrive bien a ’équation
voulue,a™ ! =1 [n]. O

Définition I.F.4. Un nombre de Carmichael est un entier composé n tel que pour tout entier a premier
avecn,onaita® =1 [n].

Théoréme L.F.5 (Alford-Granville-Pomerance [1]). Il existe une infinité de nombres de Carmichael.
Exemple I.F.6. Le plus petit nombre de Carmichaelest 561 =3 x 11 x 17.

Exemple I.F.7. Soit m un entier tel que 6m+ 1, 12m+ 1 et 18m + 1 soient premiers. Alors n =
(6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) est un nombre de Carmichael.

Ces contre-exemples empéchent le test de Fermat d’étre un test de primalité a proprement parler.
Bien que les nombres de Carmichael soient rares comparés aux nombres premiers, ils ne sont pas un
cas isolé : il est possible qu’un nombre n ne posséde que trés peu de témoins de Fermat, méme s’il
n’est pas un nombre de Carmichael.

Le test de Fermat a pour complexité temporelle® 0(In?(p) In(In(p))) et reste utilisé comme premier
test de primalité dans les bibliotheques cryptographiques modernes, malgré son imprécision. Dans
cette section, nous allons voir d’autres algorithmes plus efficaces et/ou plus précis.

5 En utilisant un algorithme d’exponentiation modulaire rapide pour le calcul de a? mod p.
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8 I.F(b) Test de Solovay-Strassen

Le test de Solovay-Strassen utilise le critere d’Euler (Proposition 1.E.8), qui dit qu’étant donné un
nombre premierp > 2 etun entiera,on a:

p—1 (a) P
a2 =(—| modp.
p
Le test consiste alors, étant donné un nombre impair n, a choisir (au hasard) un nombre a, et a vérifier

n-—1

siaz = (%) modn ou non. Si 'équation est fausse, alors n n’est pas premier et on appelle a un

témoin d’Euler pour n ; si elle est vraie, alors n est probablement premier. En Mathematica :

testSolovayStrassen[n_] /; n >= 3 := Module[{a, an, d},
a = RandomInteger[{2, n}];
d = euclidel[a, n];
d == 1 &&
Divisible[PowerMod[a, (n - 1)/2, n] - JacobiSymbol[a, n], n]

]

Comme avec le test de Fermat (et tous les tests probabilistes), il est possible que le test de Solovay—
Strassen dise qu’un nombre est probablement premier sans qu’il soit premier. On dit que a est un
menteur d’Euler pour n, ou que n est un nombre pseudo-premier d’Euler-Jacobi » en base a, sin est

n—-1
composé etimpair,quea An =1, maisquea z = (%) mod n.
Exemple I.F.8. Le nombre n = 561 est composé. Le nombre 5 est un témoin d’Euler, car 5280 =

67 mod 561 n’est pas congru au symbole de Jacobi (%) Cependant, il y a plusieurs menteurs

d’Euler, par exemple a = 2 (car 228 = 1 mod 561 et (%) =1).

Si Uon utilise 'exponentiation rapide, ce test est moins efficace temporellement que le test de
Fermat: il a une complexité temporelle de O(In3(n)), et In3(n) >» In?(n) In(In(n)) quand n — oo. Il
existe néanmoins des versions modernes de la multiplication modulaire [10] qui utilisent la
transformée de Fourier rapide, ce qui permet d’obtenir un algorithme de complexité temporelle
0(In?(n)), meilleure que le test de Fermat.

Ce test est également plus précis que le test de Fermat. Par exemple, 'analogue des nombres de
Carmichael n’existe pas, et chaque nombre composé n possede de nombreux témoins d’Euler.

Lemme L.F.9. Si a est un témoin de Fermat pour n, alors c’est un témoin d’Euler.
Théoréme I.F.10 (Solovay-Strassen [11]). Tout nombre composé a au moins un témoin d’Euler.

Démonstration. Soitn un entier composé et supposons un instant que n n’a pas de témoin d’Euler. Il
n’a donc pas de témoin de Fermat, en d’autres termes, c’est un nombre de Carmichael. D’apres le
théoréme de Korselt, on peut donc écrire n = p; ...p,, comme un produit de facteurs premiers
distincts (k = 2), et pourtouti,onap; —1|n—1.

Quitte a échanger, on peut supposer p; # 2. Il existe au moins un nombre b qui n’est pas un résidu
quadratiqgue modulo p,. D’apres le théoréme des restes chinois, on peut trouver a € Z/nZ tel que Uon
ait:

a = b (mod p,), a =1 (modp, ...py).
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p2—1

) =—1let (pi) = 1pouri = 2, donc (%) = —1. Mais par ailleurs,onaa 2 =1 modp,

a

On adonc (—
P1

n—1

d’apres le critere d’Euler. Commep, —1 | n —1,onendéduita z =1 modp,. C’est donc que a est
un témoin d’Euler pour n, ce qui contredit 'hypothese initiale. <

Lemme I.F.11. L’ensemble des menteurs d’Euler d’un entier impair n forme un sous-groupe de
(Z/nZ)*.

1
Démonstration. En effet, 1 est bien un menteur d’Euler (12 =1 = (%)) et si a, b sont deux menteurs
d’Euler,ona:
n-1  n-1 n-1 ay (b ab
(ab) 2 =a 2 b2 E(—)(—)=(—) modn. &
n’/ \n n

Corollaire I.F.12. Sin est un nombre composé, alors au moins la moitié des éléments de (Z/nZ)*
sont des témoins d’Euler de n.

Démonstration. L’ensemble M des menteurs d’Euler est un sous-groupe de (Z/nZ)*. Comme n est
[(Z/nZ)*|
d
au moinsnT_ltémoins d’Euler de n. <o

composé, il s’agit d’un sous-groupe strict, d’indice d = 2. On a donc |[M| = < nT_l, doncilya

§ I.F(c) Test de Miller-Rabin

Le test de Solovay-Strassen n’est plus utilisé dans les bibliothéques cryptographiques modernes eta
été remplacé par deux tests plus récents, le test Baillie-PSW et le test de Miller-Rabin. Terminons ce
chapitre par la description du test de Miller-Rabin, qui allie rapidité et simplicité.

Soitn = 3 unentierimpair. On peutécriren — 1 = 2m, ou s > 0 et m estimpair. On choisitau hasard
un entiera € {2, ...,n — 2} premier avec n, on teste si 'une des congruences suivantes est vérifiée :

a™ =1 [n], Ire{0,..,s—1},a®™ = -1 modn.

Si aucune de ces congruences n’est vraie, alors n n’est pas premier (voir le lemme suivant) et on
appelle a un témoin fort pour n. Si au moins 'une d’elles est vraie, alors n est probablement premier.
Comme pour les autres tests, sin est composé, on appelle alors a un menteur fort. En Mathematica :

testMillerRabin[n_] := Module[{a, s, m, apowm, 1},
a = RandomInteger[{2, n - 2}1];
s = IntegerExponent[n - 1, 2];
m=(n - 1)/2"s;
apowm = PowerMod[a, m, n];
(* {apowm, apowm”2, apowm™d, ..., apowm”(2"s)} =*)
1 = NestList[PowerMod[#, 2, n] &, apowm, s];
PowerMod[a, m, n] == 1 || MemberQ[l, n - 1]

]

Lemme L.F.13. Soitn = 3 un entier impair, et posonsn — 1 = 25m ol m est impair. Supposons qu’il
existe un entier a premier a n tel que toutes les inéquations suivantes soient vérifiées modulon :

25—1

a™ # 1 (modn), a?’m £ —1 (modn), a?™ £ —1 (modn), . a? ™ % —1 (modn).

Alors n est composé.
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Démonstration. Supposons gqu’un tel a existe et que n est premier. D’aprés le petit théoréme de

Fermat, on a alors a?’™ = g"1 = 1 modn. Posons x = a™. Les inéquations ci-dessus deviennent :
x # +1 (modn), x? # —1 (modn), (x?)? £ —1 (modn), . x2" % —1 (modn).

s—1 . , N — .
Or, x? " estuneracine carrée de x> = a™® ! = 1 modn. Comme n est premier, le nombre 1 n’a que
. . N . N r-1 .
deux racines carrées modn, a savoir +1. Comme par hypothése x> % —1 (modn), c’est qu’en fait
21 __ . . . .
=1 modn. En continuant ainsi de proche en proche (formellement, par récurrence), on en
arrive 8 x? = 1 (modn). Donc x est une racine carrée de 1 mod n. Mais par hypothése, x Z +1 [n],

c’est absurde. <&
Exemple I.F.14. Tentons de déterminer sin = 377 est premier ou non.

e Oncommence par factorisern — 1 = 377 = 23 x 47, c’est-a-dire s = 3 etm = 47.

e Choisira au hasard ; parexemplea = 99 ;

e Calculerb = a*’ modn;ici,b =278 mod 377 ;

e Comme b nevautnilni—1, oncontinue;

e Calculer ses carrés successifs (b2, (b2)? = b%*,((b?)2)? = b?’) jusqu’a ce qu’on en trouve un
congrua —1;icib? = —1 mod 577, on s’arréte : 577 est probablement premier.

Pour plus de certitude, appliquons a nouveau lalgorithme, cette fois-ci avec a = 31. Maintenant, les
classes de (b, b2, b*, b®) sont (229,38,313,326). La premiére n’est pas congrue a +1 et les suivantes
ne sont pas congrues a —1. Donc a est un témoin fort pour n = 377 qui est composé, et 99 était un
menteur fort ! On a en fait 377 = 13 X 29. Mais comme pour les tests de primalité précédents, le test
de Miller-Rabin ne fournit que des certificats de non-primalité, sans donner une décomposition du
nombre n.

La borne supérieure sur le nombre de menteurs forts pour le test Rabin-Miller est meilleure que pour
le test de Solovay-Strassen :

Proposition I.F.15. Soit n un entier composé. Il existe au plus ¢ (n)/4 menteurs forts pour n.

Concluons par une comparaison des trois tests.

200 400 600 800 1000 "

Figure |.F-a Le ratio des menteurs de Fermat (cercles bleus), des menteurs d’Euler (carrés oranges) et des menteurs forts
(losanges verts), parmi ’ensemble des nombres premiers a un entier n donné. Les tests de Solovay-Strassen et Rabin-Miller
sont toujours meilleurs que le test de Fermat. Ces deux tests sont souvent d’aussi bonne précision, mais le test de Rabin-
Miller bat parfois celui de Solovay-Strassen.
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Chapitre Il. THEORIE DES ANNEAUX

«Un Anneau pour les gouverner tous. »

J.R. R. Tolkien, Le Seigneur des Anneaux

Le chapitre précédent concernait les propriétés algébriques de ’anneau Z et de ses quotients. Dans
ce chapitre, nous allons généraliser une partie des propriétés de Z a d’autres anneaux.

Section Il.A. Généralités sur les anneaux

§ 1lLA(a) Anneaux, idéaux

Définition I.LA.1. Un anneau est la donnée d’un groupe abélien (4, +,0) muni d’une fonction bilinéaire
associative A X A - A, (x,y) » xy (le produit de 'anneau) et d’une unité 1 € A. L’anneau est dit
commutatif si la multiplication bilinéaire U'est. Un morphisme d’anneaux est une fonction f:A - B
entre deux anneaux qui est un morphisme de groupes abéliens pour Uaddition et qui vérifie f(1) = 1
et f(aa") = f(a) f(a') pourtous a,a’ € A.

Convention Il.A.2. Désormais, tous les anneaux seront supposés commutatifs, sauf mention
contraire. La théorie des anneaux non-commutatifs est passionnante mais dépasse le cadre de ce
que U'on présenteraici.

Exemple II.A.3. Les anneaux classiques sont Z (entiers), Q (rationnels), R (réels), C (complexes).

Exemple II.LA.4. L’ensemble Z[i] = {x + iy € C| x,y € Z} est un sous-anneau de C. On lappelle
anneau des entiers de Gauss.

Exemple II.A.5. Les fonctions continues sur R forment un anneau C(R).

Remarque Il.A.6. Soit A un anneau. Il existe un unique morphisme d’anneaux f: Z — A. Pourn = 0 un
entier, ilest donné par:

f)=fA+1+-+1)=f(1)+f(1)++f().
Sin < 0,onadeplus f(—n) = —f(n). On note en généraln - 1 := f(n).

Définition Il.A.7. Un jdéal I d’'un anneau A est un sous-ensemble non-vide, stable par 'addition, et tel
queVa €A, Vx€el,ax €. Etant donné une famille (aq, ., Ay, ... ) d’éléments de A (potentiellement
infinie), on note (ay, ..., a,, ... ) le plus petit idéal contenant les a; et on Uappelle Uidéal engendré par
la famille.

Définition Il.A.8. Le quotient d’un anneau A par un idéal I est noté A/I.

Proposition II.A.9. SoitA et ay, ..., a,, ... € A des éléments. L’idéal (a4, ..., a,, ...) est U'ensemble des
combinaisons linéaires finies des q; :

(aq, ., an) = {Xidia; | 4; € A, seulun nombre fini de A; sont non-nuls }.

Exemple 11.A.10. L’ensemble Z muni de 'addition et de la multiplication est un anneau commutatif.
Etant donné n € Z, le sous-groupe nZ = {nx | x € Z} = (n) est un idéal de Z. Le quotient Z/nZ est
anneau des entiers modulo n.
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Exemple II.A.11. Soit f: A - B un morphisme d’anneaux. Le noyau ker(f) est un idéal de A. L’image
im(f) est un sous-anneau de B.

Proposition 11.A.12. Un morphisme d’anneaux f: A — B induit un isomorphisme A/ker(f) — im(f).

Proposition I1I.A.13. Soit A unanneau et [ unidéal. Les idéaux de A/I sonten bijection avec les idéaux
de A contenant [.

Proposition 1l.A.14. Soit I, ] deux idéaux d’un anneau A. Leur intersection I N | est encore un idéal et
ona:

Injcl] ={x;y;+ - +x,y, | x, €1, y €] }.

Leur somme, I + ] (définie de fagon analogue) est également un idéal. C’est le plus petit idéal qui
contient a lafois I et].

§11.A(b) Eléments inversibles

Définition 1l.A.15. Soit A un anneau. On dit que a € A est inversible s’il existe b € Aavecab = 1. On
note A* Uensemble des éléments inversibles de 4, c’est-a-dire :

A*:={a€A|3Ib€EA ab=1}
Cet ensemble forme un groupe pour la multiplication.

Avertissement Il.A.16. Il ne faut pas confondre cette notation avec les notations N*, Z* ... introduites
précédemment ! La notation N* n’aurait pas de sens car N n’est pas un anneau®. Seuls deux éléments
de Z sont inversibles : Z* = {1, —1} # Z*. En revanche, on a bien Q* = Q*, R* = R*et C* = C".

Remarque II.A.17. On a déterminé (Z/nZ)> au chapitre précédent.
Exercice 1l.A.18. Déterminer le groupe Z[i]*.
Proposition II.LA.19. Un élément a € A est inversible si et seulementsi (a) = A.

Nous étudierons les corps plus en détail dans le Chapitre lll. Enoncons ici quelques propriétés de
base a leur sujet.

Définition 11.A.20. Un corps est un anneau commutatif tel que 0 # 1 et tout élément non-nul est
inversible.

Remarque II.A.21. Un anneau A est un corps si et seulement siA* = A \ {0}.

Exemple Il.A.22. L’anneau Z des entiers n’est pas un corps: 2 n’a pas d’inverse pour la
multiplication. L’anneau Q des nombres rationnels, ’anneau R des nombres réels, et 'anneau C des
nombres complexes sont tous les trois des corps.

Exercice II.A.23. Si K est un corps, montrer que K[X]* = K*. Trouver un élément inversible non-
constantdans (Z/4Z)[X].

Proposition 1l.A.24. Soit f: A = B un morphisme d’anneaux. Si A est un corps et si B n’est pas
'anneau nul, alors f est injectif.

81l s’agit néanmoins d’un « demi-anneau ». On peut définir '’ensemble des inversibles d’un demi-anneau et
onaalors N* = {1}.
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Démonstration. Supposons que x € A est un élément non-nul. Alors x admet un inverse x~! avec
xx~1=1.Donc f(xx 1) =1 = f(x) f(x~1). Comme 1 # 0 dans B, on ne peut donc pas avoir f(x) =
0. <o

Corollaire I1.A.25. Tout morphisme entre deux corps est injectif.

§1I.LA(c) Polynbmes

Les anneaux de polyndbmes seront étudiés plus en détails dans la Section [I.D. Donnons ici
simplement les définitions de base qui les concernent.

Définition 11.A.26. Soit A un anneau. On note A[X] (’'anneau des polynémes en une variable X a
coefficients dans A.

Formellement, on peut définir A[X] comme '’ensemble des suites & support fini :
AlX] ={(a)nso | IdEN, Vn=>d, a,=0}.
Cet ensemble est muni de l’addition et de la multiplication suivantes :
(@nz0 + (bpdnzo = (@n + bp)nzo

(@n)nzo * (bpdnso = ( Z akbl>

k+l=n

L’élément nul est la suite constante (0,0, ...) et Uunité est la suite (1,0, 0, ...). L’identification avec le
point de vue usuel sur les polyndmes se fait en considérant une suite comme la suite des coefficients
d’un polynéme :

[oe]

Z A, X" = agX® + a, X1 4 a, X2 + -+ = (ap)nso € A[X].

n=0

On définit également ’anneau des polyndmes en plusieurs variables par récurrence :
AlXq, o, Xnl = (AlXq, o, X DX

§1I.A(d) Algebres

Définition 11.A.27. Soit A un anneau. Une A-algébre est la donnée d’un couple (B, f) ou B est un
anneau et f:A —» B est un morphisme. Un morphisme de A -algébre ¢:(B,f) - (C,g) est un
morphisme d’anneaux ¢: B = Ctelque p o f = g.

Remarque II.A.28. En régle générale, on note simplement une algébre B et le morphisme f est tacite.
Remarque I1.A.29. Tout anneau posseéde une unique structure de Z-algebre.

Exemple 1.A.30. L’anneau A[X,,..,X,] est une A -algébre avec le morphisme évident A —
AlXq, ..., X, ]

L’algébre A[X] est caractérisé par la propriété « universelle » suivante.

Proposition 1I.A.31. Soit A un anneau, B une A-algebre et b € A. Il existe un unique morphisme de A-
algebres A[X] — B, appelé évaluation en a et noté P — P(b), telque X — b.

Démonstration. Notons f:A — B le morphisme structurel. Etant donné P = ¥, a; X" € A[X], on
définit :
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P(b) = ) flab'
i=0

On vérifie aisément que cela définit un morphisme de A-algebres telque X = b, et que ce morphisme
est 'unique a vérifier ces propriétés. <

Remarque Il.A.32. Par récurrence, étant donné une A-algébre B et des éléments by, ..., b, € B, il
existe un unique morphisme A[X;, ..., X, ] = Btelque X; — b;.

Définition 11.A.33. Une racine d’un polyndme P € A[X] estun élémenta € A telque P(a) = 0 € A.

Remarque I1.A.34. En général, on ne peut pas identifier les polyndmes a coefficients dans A avec des
fonctions A — A, contrairement avec ce dont on a ’habitude quand A = R. Considérons P = X? + X
vu comme un polyndme a coefficients dans Z/2Z. Ce polyndme n’est pas U'élément nul de (Z/2Z)[X].
Cependant, quel que soita € Z/2Z,ona P(a) = 0.

Définition 11.A.35. Une A-algébre B est dite de type fini si elle est engendrée en tant qu’algebre par un
nombre fini d’éléments by, ..., b,,. Cela revient & demander que 'unique morphisme de A-algebres
A[Xq, ..., X, ] » B déterminé par X; — b; soit surjectif, ou encore que B soit un quotient d’une algébre
polynomiale.

Définition I11.A.36. Soit A un anneau et B une A-algébre. Soit b € B un élément. On note A[b] la sous-
algébre (de B) engendrée par b. Il s’agit de la plus petite sous-A-algébre de B qui contient b. Elle est
égale a 'image du morphisme A[X] — B qui envoie X sur b.

Plus généralement, si E c B est un sous-ensemble, on note A[E] la sous-algébre (de B) engendrée
par E. C’est 'image de 'unique morphisme A[X},],cg — B quienvoie X, surb € E C B.

Exemple II.A.37. Vérifier que Z[i] = {a + bi | a,b € Z}, ou i € C est 'unité imaginaire.

Remarque I1.A.38. Cet exemple montre qu’en général, 'anneau A[b] n’est pas isomorphe a ’lanneau
de polynémes A[X].

Section II.B. Propriétés des anneaux

Dans cette section, on introduit plusieurs propriétés des anneaux, de plus en plus exigeantes (sauf la
notion d’anneau noethérien qui n’est pas au programme). Les imbrications entre ces différentes
classes d’anneaux est résumeée par :

euclidien = principal = factoriel = integre.

§ Il.B(a) Anneaux integres

Définition 11.B.1. Soit A un anneau eta € A \ {0} un élément non nul. On dit que a est un diviseur de
zéro s’ilexiste b € A\ {0} telque ab = 0.

Exemple II1.B.2. Dans ’anneau Z/4Z, la classe de 2 est un diviseur de zéro, car2 X 2 = 0 [4].
Exemple II.B.3. Dans I'anneau produit Z? = Z X Z, ’élément (1, 0) est un diviseur de zéro, car :
(1,0)- (0,1) = (0,0).

Définition 11.B.4. Un anneau A est dit integre si A # 0 et A n’a pas de diviseurs de zéro, en d’autres
termes,
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Va,b € A, ab=0= (a=0o0ub=0).
Exemple II.B.5. L’anneau Z est intégre. Les anneaux Z/47Z et Z? ne le sont pas.

Exemple I1.B.6. Tout corps K est intégre. En effet, sia € K \ {0} était un diviseur de zéro, disons avec
b € K\ {0}telque ab = 0, on auraitaa™! = 1 etdonc b = baa™! = 0, une contradiction.

Proposition II.B.7. Soit A un anneau integre. Si A est fini, alors c’est un corps.

Démonstration. Soit a € A un élément non nul. Considérons le morphisme de groupes (pour
l'addition) ¢,: A - A, x = ax. Comme A est intégre, cette application est injective : si ¢, (x) = ax =
0 alors x = 0. Comme source et but ont méme cardinal fini, on en déduit qu’elle est également
surjective. Il existe donc un élément b € A tel que ¢,(b) = ab = 1. &

Exemple I1.B.8. Si A est un anneau integre, tout sous-anneau de A est également integre.
Exemple I1.B.9. Si A est un anneau intégre, alors 'anneau des polynémes A[X] aussi.
Enregle générale, sil C A estunidéalet que A estintegre, A/I n’est pas toujours integre.

Définition 11.B.10. Soit A un anneau et/ € A unidéalde A. On dit que I est un idéal premier si A/I est
integre ; ou en d’autres termes, sil # Aet:

Va,b € A, abel= (a€l oube€l).
On note souvent les idéaux premiers «p, g, ... ».

Exemple I1.B.11. Soitn un entier. L’idéal (n) c Z est premier si et seulement sin est nul ou est un
nombre premier (au signe pres).

Exemple 11.B.12. L’idéal engendré par (0,1) dans Z? est premier, car le quotient est isomorphe 3
Z x 0 = 7Z qui est intégre.

Proposition 11.B.13. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux et c B un idéal premier. L’idéal f ~1(I)
est également premier.

Définition 11.B.14. Soit A unanneau et c Aunidéal. Onditque I est maximalsil # A etsi, quel que
soit] € Aunidéal,sil c J,alors] =1ouj = A.

En général, on note les idéaux maximaux « m, 1, ... ».

Proposition 11.B.15. Soit A un anneau et I un idéal. Alors I est maximal si et seulement si A/ est un
corps.

Démonstration. Supposons pour commencer que [ est maximal. Alors I # A donc A/I n’est pas
anneau nul. Soit [a] € A/I une classe non nulle, aveca € 4, a & . Soit] = I + (a) lasomme de [ et
de l'idéal engendré par (a). C’est un idéal qui contient strictement I, donc comme I est maximal, on
a] = A. En particulier, 1 € J, donc il existe x € [ etb € Atels que x + ab = 1. Dans lidéal quotient,
cela donne [ab] = 1, donc [a] est inversible.

Réciproquement, supposons que A/I est un corps et montrons que [ est maximal. Soit] € ] € Aun
idéal qui contient strictement [ et soita € J \ I. La classe [a] € A/I est non-nulle, donc il existe une
classe [b] € A/I telle que [ab] = 1, c’est-a-dire qu’il existe x € I telque ab + x = 1. Onadonc:

l=ab+x€(a)+Ic].
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Or unidéal qui contient U'unité est ’anneau tout entier, donc | = A. <
Corollaire 11.B.16. Un idéal maximal est premier.

Corollaire 11.B.17. Un anneau A est un corps si et seulement s’il a exactement deux idéaux, {0} et lui-
méme.

Exemple 11.B.18. Soit n un entier. L’idéal (n) c Z est maximal si et seulement si n est un nombre
premier (au signe pres).

Exemple 11.B.19. L’idéal ((0, 1)) C Z? est premier mais pas maximal. Il est par exemple contenu dans
Uidéal ((2,0), (0,1)) (qui est, lui, maximal).

Nous ne démontrerons pas le théoréme suivant (qui nécessite 'axiome du choix).

Théoréme 11.B.20 (Krull). Soit I unidéal d’un anneau A. Sil # A, il existe un idéal maximalm c A tel
quel cm.

8 Il.B(b) Anneaux factoriels

Aparté. La notion suivante est extrémement importante en algébre. Son histoire commence avec le
dernier théoréme de Fermat, qui cherche a déterminer si 'équation suivante admet des solutions
entieres avec xyz # 0, oun = 2 est entier:

x4+ y"t=2z"

Elle en admet bien sir pour n = 2 : ce sont les triplets pythagoriciens, comme 22 + 32 = 52 (les
longueurs des cotés d’un triangle rectangle). Qu’en est-il pourn = 3 ? Fermat conjecturaen 1637 qu’il
n’existait aucune solution. Il prétendit avoir une preuve qui ne tenait pas dans la marge de son cahier.
Il démontra quand méme sa conjecture pour n = 4, ce qui entraine aussi le résultat pour n non
premier. Restent les cas oun = 3 est premier.

Des preuves ad-hoc furent trouvées pour n € {3,5,7}, puis pour certaines classes de nombres
premiers ; de nombreuses preuves fausses apparurent aussi au fil des siecles. Il fallut attendre la
preuve de Wiles en 1994 pour enfin avoir une preuve correcte avec n quelconque : 'équation n’a
aucune solution entiere non-triviale pourn = 3.

Ou se situait le probleme dans les fausses preuves ? Sion pose ¢, = exp(2im/p) une racine primitive
pieme de l'unité, on peut réécrire 'équation comme :

p-1
zP = l_[(x + {{;y).
i=0

Si p ne divise pas xyz, alors les facteurs de ce produit sont premiers entre eux dans Z[(p]. Si la
décomposition de zP en produit de facteurs dans Z[Zp] est unique, alors cela entraine que chaque
x + {;,y est une puissance piéme dans l'anneau Z[(p]. Avec la technique de descente infinie de
Fermat, on en déduit une contradiction.

Le hic ? La décomposition en produit de facteurs de zP n’est généralement pas unique ! L’anneau
Z[(p] n’est en général pas factoriel. ILne Uest pour aucun p = 23. La preuve ne fonctionne pas... Eton
se rend compte que l'unicité de la décomposition en facteurs premiers, que ’on connait bien dans Z,
n’est pas anodine !
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Définition 11.B.21. Soit A un anneau eta, b € A des éléments. On dit que a divise b, ou que b est un
multiple de a, eton note a | b, s’il existe un élémentk € Atelque ak = b.

Proposition I11.B.22. Soit A un anneaueta,b € A.Alorsa | b & (b) c (a).

transitive).

Définition 11.B.24. Soit Aun anneau eta, b € A. On dit que a et b sont associés si les deux conditions
a|b et b|a sont vérifiées (ce qui est équivalent a (a) = (b)).

Deux éléments associés sont essentiellement jumeaux du point de vue de Uarithmétique.
Exemple II.B.25. Des entiers a, b € Z sont associés si et seulementsia = +b.

Proposition 11.B.26. L’association définit une relation d’équivalence sur A. Si on note ~ cette relation,
’ensemble quotient A/~ forme un ensemble ordonné pour la relation de divisibilité.

Proposition 1I.B.27. Soit A un anneau intégre. Des éléments a, b € A sont associés si et seulement
s’ilexiste u € A* telque au = b.

Démonstration. Il est clair que si u existe alors a et b sont associés (car au = b et bu™' = a).
Réciproquement, supposons que a et b sont associés. Comme A est intégre, soit ils sont tous les
deux nuls (auquel cas on prend u = 1), soit aucun des deux ne sont nuls. Plagons-nous dans ce
deuxiéme cas. Il existe u, v € A tels que au = b et bv = a. On a donc auv = bv = a, donc a(uv — 1).
Commea # 0,onadoncuv = 1, donc u et v sont inversibles. <o

Exercice I1.B.28. Soit A = Z[X,Y,Z]/(X(1 —YZ)). Montrer que X et XY sont associés mais qu’il
n’existe pas d’élément inversible u € A* tel que Xu = XY.

Définition 11.B.29. Soit A un anneau et p € A. On dit que p estirréductible sip € A* et si:
Va,b € A, p=ab= (a€A*oub € A*).

Autrement dit, p n’est pas inversible et ses seuls diviseurs sont les unités et les associés de p.

Exemple II.B.30. Les entiers irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés.

Exemple II.B.31. Un corps ne contient pas d’élément irréductible.

Proposition 11.B.32. Soit p € A\ {0} un élément non nul d’un anneau intégre. Si idéal (p) est
premier, alors p est irréductible.

Démonstration. Supposons que (p) est premier. En particulier (p) # A (car sinon A/(p) serait
'anneau nul qui n’est pas intégre) donc p & A*. Supposons maintenant que p = ab se décompose
comme un produit. On a donc ab € (p), donconaa € (p) oub € (p). Quitte & échanger, supposons
que a =pc avec c €EA. On a alors p = ab = pcb donc p(1 —cb) = 0. Comme p # 0 et que A est
integre, on a donc cb = 1, donc b estinversible. <

Remarque I1.B.33. Le résultat de la proposition est faux en général si 'anneau n’est pas supposé
intégre. Considérons parexemple A = Z2 etp = (1,0) € Z2. Alors l'idéal (p) est premier, mais p n’est
pas irréductible, car on peut Uécrire comme un produit de facteurs qui ne sont pas inversibles :

p=(1,0) x (1,2).

Exercice 11.B.34. La réciproque est également fausse. Considérons l’anneau (intégre) suivant :
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A=RIX,Y]/(X?-Y3).

Alors ’élément [Y] € A est irréductible et il divise le produit [X] - [X] = [X?] = [Y3] = [Y] - [Y?] mais
il ne divise aucun des facteurs [X] et [X].

Définition 11.B.35. Soit A un anneau et a, b € A des éléments. On dit que a et b sont étrangers si leurs
seuls diviseurs communs sont les inversibles, c’est-a-dire :

Vvd € A, (dlaetd|b) = d € A%
Exemple 11.B.36. Deux entiers sont étrangers si et seulement s’ils sont premiers entre eux.

Définition 11.B.37. Un anneau A est dit factoriel s’il est integre et si tout élément non-nul est associé
a un produit d’irréductibles, uniques a permutation et association prés. En d’autres termes, quel que
soit 'élémenta € A \ {0},

e Ilexisteu € A* etp;, ..., p, irréductibles tels que a = up; ...p, ;
e Sia =wvq, ...q, estune autre décomposition avec v € A* et les q; irréductibles, alorsr = s et
il existe une permutation o € G, telle que pour tout i, p; est associé avec g, (;)-

Exemple Il.B.38. L’anneau Z est factoriel.

Exemple 11.B.39. Tout corps est (trivialement) factoriel : n’importe quel élément est associé a un
produit vide d’irréductibles.

Exemple 11.B.40. Soit K un corps. L’anneau K[X] est factoriel. Pour le démontrer, il faut quelques
outils supplémentaires que l'on verra dans les sections suivantes.

Exercice Il.B.41. L’anneau Z[i\/g] = {x + iy\/g | x,y € Z} n’est pas factoriel. Il est bien integre (c’est
un sous-anneau de C qui est un corps), mais on a la décomposition suivante :

6=2x3=(1+iV5)(1-iV5).
On vérifiera que 2, 3, 1 4 i+/5 et 1 — iv/5 sont irréductibles mais ne sont pas associés deux a deux.

Exemple 11.B.42. L’anneau des fonctions holomorphes sur C est integre mais n’est pas factoriel. Par
exemple, la fonction sinus est divisible par chacune des fonctions z = z — krt (pour k € Z), qui sont
toutes irréductibles et qui ne sont pas associées deux a deux ; donc une décomposition de la fonction
sinus aurait une infinité de facteurs irréductibles.

Il est assez fréquent qu’un anneau vérifie la condition d’existence dans la définition d’anneau
factoriel ; c’est la condition d’unicité qui est forte. Vérifier cette condition d’unicité peut s’avérer
difficile. Le critére suivant permet de simplifier cela.

Proposition 11.B.43. Soit A un anneau integre tel que tout élément non nul est associé a un produit
d’irréductibles. Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) L’anneau A est factoriel.

)
b) (Lemme d’Euclide) Sip € A estirréductible, et si p divise ab, alors il divise a ou il divise b.
) (Réciproque de Proposition 11.B.32) Sip € A estirréductible alors 'idéal (p) est premier.
) (

Lemme de Gauss) Si a divise bc et si a et b sont étrangers, alors a divise c.

(
(
(c
(d
Démonstration. L’équivalence entre « (b) < (c) » est évidente, simplement en réécrivant la définition.
L’implication « (d) = (b) » est également évidente.
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Démontrons que (b) implique (a). Supposons que l'on puisse décomposer un élément de A de deux
maniéres différentes, ol u, v € A* et p;, q; irréductibles :

Upq - Pr = Vqq - q-

Alors p, divise q; ...q;, donc il divise 'un des gq;. Mais comme q; est irréductible, p, et q; sont
associés. En continuant ainsi par récurrence, on en déduit que les deux écritures sont égales a
permutation et association pres.

Démontrons enfin que (a) entraine (d). Soit a, b, ¢ des éléments tels que a | bc et tels que a et b soient
étrangers. Soient py, ..., p, tous les irréductibles qui apparaissent dans les décompositions de a, b et
¢. On peut ainsi écrire, ot a;, B;,7; € Netu,v,w € A*:

n n n
a=u| |plfx", b=v| |pfi, c=w| |pg/i.
i=1 i=1 i=1

Par hypothese, a | bc donc pourtouti,onaa; < f; + y;. Pour chaque i, ily a deux possibilités :

Sia; = 0, alors bien slr a; <v;.
Sia; > 0, alors on doit avoir §; = 0, car sinon, a et b ne seraient pas étrangers (ils seraient
tous deux divisibles par p;). On a donc également a; < y;.

Donc pourtouti,onaa; < y;; en d’autres termes, a divise c. <

Notons A/~ le quotient de A par la relation d’association, comme dans la Proposition 11.B.26. On
rappelle que cet ensemble est ordonné par la relation de divisibilité.

Proposition 11.B.44. Soit A un anneau factoriel. L’ensemble A/~ est réticulé (on dit également que
c’estun treillis), c’est-a-dire qu’étant données des classes a, b € A/~, 'ensemble {a, b} posséde une
borne supérieure et une borne inférieure.

Démonstration. Soit a = u]'[?zlpf“' et b= vl'[?zlpiﬁ" les décompositions de a et b en produits
d’irréductibles, alors a;, 5; € N (on s’autorise des puissances nulles pour avoir la méme liste dans a

et b). Il est aisé de vérifier que la borne supérieure de {a, b} est donnée par la classe de [, pimax(ai’ﬁi)

et que la borne inférieure est donnée par la classe de [T, p™"“F?. o
Définition 11.B.45. Soit A un anneau factoriel et a, b € A des éléments. Le PGCD (resp., le PPCM) de a
et b, noté a A b (resp., a V b), est la classe de la borne inférieure (resp., supérieure) de {a, b} dans
’ensemble ordonné A/~.

Remarque 11.B.46. Le PGCD et le PPCM ne sont définis qu’a association pres. Les idéaux engendrés
par le PGCD et par le PPCM sont, eux, bien définis (cara ~ b © (a) = (b)).

Proposition I1.B.47. Soit A un anneau factorieleta,b € A.Ona (a Vv b) = (a) n (b).

Démonstration. Commea |aVbetb|aVhb,onabien(avb)c (a)et(avhb)c (b)dou(aVvhb)c
(a) n (b).Réciproquement, soitc € (a) N (b).Alorsa | cetb | ¢, donc par définitiondu PPCM, a VvV b |
cetdoncc € (aV b). o

Remarque 11.B.48. Bien qu’on ait toujours (a) + (b) € (a Ab), on n’a en général pas l'égalité.
Prenons A = R[X, Y]. Alors le PGCD des polynémes X etY est X AY = 1 (car si un polyndme P divise
a la fois X et Y alors il est constant). Mais on n’a pas (X) + (Y) = (1), car on ne peut pas écrire 1 =
XP +YQavecP,Q € R[X,Y].
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§ I1.B(c) Anneaux principaux

Pour pallier le probléeme de la Remarque 11.B.48, introduisons la notion d’anneau principal. Dans ces
anneaux, Uarithmétique est bien plus simple !

Définition 11.B.49. Soit A un anneau et € A unidéal. On dit que I est un idéal principal s’il existe un
élémenta € Atelque I = (a).

Définition 11.B.50. Un anneau principal est un anneau intégre dont tous les idéaux sont principaux.
Exemple 11.B.51. Tout corps est un anneau principal.

Exemple II.B.52. L’anneau Z est principal. La démonstration attendra le § [1.B(e).

Exemple I1.B.53. Si K est un corps, alors K[ X] est principal. La démonstration attendra le § 11.B(e).
Exercice 1.B.54. L’anneau Z[X] n’est pas principal, car U'idéal (2, X) n’est pas principal.

On admettra le résultat suivant. La démonstration utilise la notion d’anneau noethérien (voir § 11.B(d))
qui n’est pas au programme du cours.

Proposition I1.B.55 (admis, voir Corollaire 11.B.75). Un anneau principal est factoriel.

En particulier, on peut définir le PGCD et le PPCM dans un anneau principal. On a vu que le PPCM est
caractérisé par lidentité (a) N (b) = (a Vv b). La proposition suivante donne une caractérisation
similaire du PGCD dans un anneau principal :

Proposition 11.B.56 (Identité de Bézout). Soit A un anneau principaleta, b € A. On a 'égalité :
(a) + (b) = (aAb).

Démonstration. Nous savons déja que (a) + (b) € (a A D) : c’est vrai dans n’importe quel anneau
factoriel. Comme A est principal, Uidéal (a) + (b) est engendré parun élément, disons ¢ € A. Comme
a € (a)c(c),onac|a.Deméme,onac | b.Donc cestundiviseurcommunaaetb,doncc|aAb,
ce quirevienta (a Ab) c (¢) = (a) + (b). O

Corollaire 11.B.57 (Théoréme de Bézout). Soit A un anneau principal eta, b € A \ {0} deux éléments
étrangers. Il existe x,y € Atelsque ax + by = 1.

Démonstration. Si a et b sont étrangers, leurs seuls diviseurs communs sont inversibles, donc a A
b = 1. Gréace a la proposition suivante,ona 4 = (1) = (a) + (b), ce qui permet de conclure. &

Concluons par la description suivante des idéaux premiers d’un anneau principal. La démonstration
est claire en utilisant les outils déja introduits.

Proposition I11.B.58. Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps. Ses idéaux premiers sont (0)
et les idéaux de la forme (p) avec p irréductible ; ces derniers sont maximaux.

Corollaire 11.B.59. Le quotient d’un anneau principal par un idéal premier est encore principal.

Démonstration. En effet, sip € A est premier, alors soitp = 0 auquel cas A/0 = A est principal ; soit
p = (p) est engendré par un élément irréductible et est maximal, auquel cas A/p est un corps, donc
principal. <

Remarque 11.B.60. Si/ c A n’est pas premier, alors A/I ne peut de toute maniére pas étre principal,
car un anneau principal est integre par définition.
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Exercice 11.B.61. Soit A un anneau factoriel tel que tout idéal premier non nul est maximal.

e Montrerquesia, b € A\ {0}, ilexiste x,y € Atels que ax + by = a A b.
e Soitl € Aunidéalnon nul. Montrer gu’il existe d € A qui estle PGCD de tous les éléments de
In(A\{0}).

e En déduire que A est principal.

§ 11.B(d) Anneaux noethériens %

Les anneaux principaux sont finalement assez rares. Introduisons maintenant une généralisation, les
anneaux noethériens. Cette classe d’anneaux, fondamentale en algébre, vérifie une propriété de
finitude remarquablement stable par les opérations usuelles sur les anneaux.

Définition 11.B.62. Soit A un anneau et I un idéal. On dit que I est de type fini s’il est engendré par un
nombre fini d’éléments, c’est-a-dire s’il existe a4, ..., a,- € I tels que:

I = (a4 .., a).
Définition 11.B.63. Un anneau A est dit noethérien si tous ses idéaux sont de type fini.

Exemple I1.B.64. Les anneaux principaux sont noethériens: chaque idéal est engendré par un
élément.

Proposition I1.B.65. Soit A un anneau. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) L’anneau A est noethérien.

(b) Toute suite croissantel, c I; c --- c I, c --- d’idéaux de A est stationnaire, c’est-a-dire :
an, €N, vn = ny, Iy = Iy,

(c) Unensemble nonvide d’idéaux de A admet un élément maximal pour Uinclusion.

Démonstration. Commengons par démontrer (a) = (b). Soit [, € I; € --- une suite croissante
d’idéaux. La réunion de ces idéaux forme un nouvel idéal (petit exercice) :

Iy = U L.
n=0

Comme A est noethérien, il existe des éléments a4, ..., a,, € I qui engendrent I,,. Chacun de ces
éléments est dans l'un des [, ; notons n, le plus grand des indices, de telle sorte que a4, ..., a, € I, .
Alors pourtoutn = ng,onal, C Iy, = (ay, ..., a,) = I, etla suite est stationnaire.

Démontrons maintenant que (b) entraine (c). Soit E un ensemble non vide d’idéaux de A. Supposons
(par absurde) que E n’a pas d’élément maximal. On construit une suite par récurrence qui contredit
Uhypothése (b) : on choisit un idéal I, € E quelconque ; comme il n’est pas maximal, on peut trouver
I; € Etelque Iy & I, ; ainsi de suite, on construit une suite d’idéaux qui n’est pas stationnaire.

Enfin, démontrons que (c) implique (a). Soit I un idéal quelconque de A. On note E ’ensemble des
sous-idéaux de I qui sont de type fini. Cet ensemble n’est pas vide (il contient par exemple (0)), donc
par hypothése, il admet un élément maximal, disons | = (aq,...,a,) € I. Supposons que I # | et
choisissons b € I \ ] ; on aurait alors | € (a4, ...,a,,b) € I, ce qui contredirait la maximalité de J,
doncl =J.Ll’idéall =] € E est donc bien de type fini. <

Corollaire 11.B.66. Un quotient d’un anneau noethérien est noethérien.
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Démonstration. Cela découle directement de la caractérisation précédente et du fait que les idéaux
de A/I sont les idéaux de A contenant I. Une suite croissante d’idéaux de A/I est une suite d’idéaux
de A (contenant I), donc elle est stationnaire. <

Exercice I1.B.67. Un sous-anneau d’un anneau noethérien n’est pas toujours noethérien. L’anneau
R[X, Y] est noethérien, mais le sous-anneau engendré par {X, XY, XY?, ...} ne Uest pas.

Théoréme 11.B.68 (Hilbert). Soit A un anneau noethérien. L’anneau A[X] est aussi nhoethérien.
Définition 11.B.69. Pour un idéall c A et un entiern = 0, on définit U'idéal suivant :

d,,(I) == {coefficients dominants des éléments de I de degré n} U {0} c A.
Lemme I1.B.70. Les fonctions d,, vérifient les propriétés suivantes :

e Quelquesoient/etn,d,(I) c d,.1(I).
e Sil c ] sont deux idéaux imbriqués, alors d,,(I) € d,,(J) pour tout n. De plus, I =] si et
seulementsivn = 0, d,(I) = d,(J).

Démonstration. Pourtoutn, d,,(I) c d,,.,(I) (carsi P € A[X] estde degré n, son coefficient dominant
est le coefficient dominant de XP qui est de degré n + 1).

Enfin, étant donné des idéaux I c J, montrons que I =] si et seulement sivn = 0, d,(I) = d,(J).
L’'implication directe est évidente. Si au contraire [ # J, choisissons P € ] \ I de degré minimal,
disons k = deg(P). S’il existait Q € I de méme degré k et de méme coefficient dominant que P, alors
on auraitdeg(P — Q) < ketP — Q € J \ I, ce qui contredit la minimalité du degré de P. On doit donc
avoird, (I) # di(J). &

Démonstration du théoréme d’Hilbert. Supposons que l'on ait une suite croissante d’idéaux de A[X] :
IOCIlC"'CInC"'

Nous cherchons a montrer que cette suite est stationnaire. Comme A est noethérien, 'ensemble
suivant d’idéaux de A possede un élément maximal :

E={d() | k,n=0}.

Supposons que d, (I, ) soit maximal. Etant donné k < ko, la suite d (Iy) € d(I;) C - est une suite
croissante d’idéaux de A, donc elle stationne a partir d’un indice my, c’est-a-dire Vn = my, di(I,) =

dk(Imk). Posons Uentier :
N = max(no, my, ...,mko).

Nous allons montrer que la suite {I,,} stationne en I,. D’aprés le lemme précédent, il suffit de montrer
que pourtoutk ettoutn = N, onady(I,,) = di(Iy). Ily a deux cas possibles :

e Sik >ky alorsona dko(lno) c dk(Ino) c d,(I,). Comme dko(lno) est maximal dans E, on a
di (1) = dko(lno). De la méme maniére, dko(lno) c dk(Ino) c d,(Iy) donc on a aussi
di(Iy) = dko(lno) et finalement on a bien d; (I,) = dy (Iy).

e Siau contraire k < kg, la suite d, (1) stationne en dk(lmk). Commen = N = my, on a donc
bien d; (I,) = di(Iy).

La suite {I,,} est donc bien stationnaire en N. &
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Corollaire 11.B.71. Si A est noethérien, alors tous les anneaux A[ X, ..., X,,] le sont aussi.
Corollaire 11.B.72. Soit A un anneau noethérien. Toute A-algébre de type fini est noethérienne.

Remarque II.B.73. Il existe des algebres noethériennes qui ne sont pas de type fini. Par exemple, étant
donné un corps KK, lanneau K[X] des séries formelles est noethérien mais n’est pas une K-algébre
de type fini.

Proposition I1.B.74. Soit A un anneau intégre noethérien. Tout élément de A est associé a un produit
d’irréductibles.

Démonstration. On considére le sous-ensemble suivant des idéauxde A :

E ={(a) | a # 0 ne s'écrit pas sous la forme up; ...p, }.

Supposons que E et non vide. Il admet donc un élément maximal, disons (a). L’élément a n’est ni
inversible, niirréductible, donc il existe une décomposition a = bc avec b, ¢ € A*. On a en particulier
(a) € (b) et (a) & (c). Comme (a) est maximal dans E, on a donc (b) € E et (c) ¢ E, donc on peut
écrire b = up, ...pretc = q, ...qs. Mais alorsona a = uvp; ...p,q -..qs, ce qui contredit (a) EE. <

Corollaire 11.B.75. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau principal. Tout anneau principal est integre. De plus, A est
noethérien, donc tout élément de A est associé a un produit d’irréductible par la proposition
précédente. Grace au critére de la Proposition 11.B.43, il suffit de démontrer que si p estirréductible
alors (p) est premier. Or étre irréductible revient a étre maximal parmi les idéaux principaux distincts
de A. Comme A est principal, c’est que (p) est donc maximal tout court, et un idéal maximal est
premier. <

Remarque I1.B.76. Il existe une notion «duale» a la notion d’anneau noethérien, les anneaux
artiniens, pour lesquels on demande tout suite décroissante d’idéaux d’étre stationnaire. Cette
condition est plus forte que celle d’étre noethérien : tout anneau artinien est également noethérien.

§ 11.B(e) Anneaux euclidiens

Terminons cette liste de propriétés par une nouvelle qui s’avere bien utile pour démontrer qu’un
anneau est principal.

Définition 11.B.77. Un anneau euclidien estun anneau A # 0 muni d’une fonction’ v: A \ {0} - N telle
que:

o Sia€eAetbhe A\ {0}, ilexisteq,r € Atelsque:
a=bqg+r et (r =0ouv(r) < v(b)).
e Pourtousa,b € A\ {0}, siadivise b alorsv(a) < v(b).

Exemple I1.B.78. L’anneau Z muni de la fonction v(n) = |n| est euclidien.
Exercice 11.B.79. L’anneau Z[i] des entiers de Gauss, muni de la fonction v(z) = zZ, est euclidien.

Remarque 11.B.80. On peut simplifier la premiére condition de la définition en posant v(0) = —oo.
Alors poura,b € A,b # 0, ilexiste q,r € Atelsque a = bq + retv(r) <v(b).

7 Cette fonction est parfois appelée « stathme ».
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Remarque 11.B.81. Les éléments g et r de la définition ne sont pas nécessairement uniques. Par
exemple, dansZ,aveca = 10etbh =3,0na:

a=3b+1=4b+ (-2).

Proposition 11.B.82. Soit A un anneau euclidien. Il existe une constante v, € N telle que pour toutx €
A* inversible, v(x) = v,. De plus, étant donné a € A \ {0} quelconque, on av(a) = v, et 'égalité est
atteinte si et seulement si a estinversible.

Démonstration. Soient x et y des éléments inversibles quelconques. Onav(x) < v(xx~1y) = v(y) <
v(yy~x) = v(x) doncv(x) = v(y).

Sia € A\ {0} est quelconque et x € A* est inversible, x divise a = xx1a, donc v, = v(x) < v(a).
Enfin, supposons que v(a) = v,. En effectuant la division euclidienne de 1 par a, on trouve des
éléments q,r € Atelsque:

l=aq+r, v(r) < v(a).

On a doncv(r) < v(a) = v,. Or, d’aprés ce que U'on vient de démontrer, sir était non nul, on aura
v(r) = v, ;c’estdoncquer = 0. Donconal =aqeta € A. O

Remarque 11.B.83. On peut toujours renormaliser 'anneau euclidien de telle sorte que vy = 1 en
remplagantv(_) parv() — vy + 1.

Théoréme II.B.84. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit I € A un idéal d’un anneau euclidien. On peut supposer [ # 0 (car 0 est
évidemment principal). L’ensemble {v(x) | x € I } c N est un sous-ensemble non vide des entiers
naturels, et il admet donc un minimum, disons n, = v(x,) avec x, € I.

Démontrons que I = (xy). Soity € I un élément de I. Comme A est euclidien, il existe des éléments
q,v € Atelsquey = qx, + r etsoitr = 0, soitv(r) < v(xy). Maisonar =y — qx, € I, donc sir était
non nul, on aurait v(r) < v(x,), ce qui contredit le fait que v(x,) est minimal. C’est donc que r = 0 et
onadoncy = gqx,, ou encore xy | y. <

Corollaire 11.B.85. Les anneaux Z et Z[i] sont principaux.
Exercice 11.B.86. Soit{ = - (14 iV19). L’anneau Z[¢] est principal mais pas euclidien.

L’exercice précédent montre qu’un quotient d’'un anneau euclidien n’est pas nécessairement
euclidien lui-méme.

Section ll.C. Corps des fractions

On sait bien que 'anneau Z n’est pas un corps : 'élément 2 € Z n’est pas inversible, par exemple. On
sait aussi comment résoudre cette difficulté de la maniere la plus «efficace» possible, en
construisant le corps des nombres rationnels Q. Ce corps est, en quelque sorte, le « plus petit corps »
qui contient Z. Nous allons maintenant généraliser cette construction.

Définition I1.C.1. Soit A un anneau integre. On définit le corps des fractions de A, noté K, (ou parfois
Frac(A)) de la fagon suivante.

e L’ensemble A X (A \ {0}) est muni d’une relation d’équivalence définie par :
(a,b) ~ (c,d) & ad = bc.
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L’ensemble K, est le quotientde A X (A \ {0}) par cette relation d’équivalence.
e L’addition sur K, est définie par:

(a,b) + (¢,d) = (ad + bc, bd).
L’élément neutre pour Uaddition est la classe de (0, 1).

e La multiplication sur K, est définie par:
(a,b) X (c,d) = (ac, bd).
L’élément neutre pour la multiplication est la classe de (1, 1).

Proposition II.C.2. La définition précédente définit un corps K, : la relation indiquée est bien une
relation d’équivalence, 'addition donnée est bien définie, associative, commutative et unitaire, la
multiplication est bien définie, associative, commutative, unitaire, et distributive par rapport a
l’addition, et tout élément non nul est inversible.

Démonstration. La preuve ne pose pas de difficultés particuliéres. Le seul point un tant soit peu subtil
est la transitivité de la relation d’équivalence. En effet, supposons que (a, b) ~ (¢, d) et (c,d) ~ (e, f).
En d’autres termes, on a ad = bc et cf = de. Onobtientdonc acf = ade = bce. Si ¢ # 0, cela permet
bien de conclure que af = be (et donc (a,b) ~ (e, f)) car A est intégre. Si au contraire ¢ = 0, alors
ad = de = 0. Ord est inversible, et A est toujours intégre, donc a = e = 0 et donc on a bien (a, b) ~

(e, ). o

Tombons les masques : étant donné un anneau intégre A et des éléments (a, b) € A X (A \ {0}), nous
allons noter a/b ou % la classe de (a, b) dans K,. Les définitions de la relation d’équivalence, de

I’addition et de la multiplication paraissent sans doute plus naturelles avec cette écriture.
La proposition suivante est évidente :

Proposition II.C.3. Il existe un morphisme d’anneaux canonique injectif :

a
A - Ky, aHT

La proposition suivante dit que K, est le « corps universel® » construit a partir de A.

Proposition 11.C.4. Soit A un anneau integre, IK un corps et f: A = K un morphisme d’anneaux
injectifs. Il existe un unique morphisme de corps f: K, = Ktelque fo1 = f.

Démonstration. Soita/b € K, une fraction. Comme b # 0, on a f(b) # 0 (f est injectif) et posséde
donc un inverse dans K. On peut donc définirf(a/b) = f(a) f(b) L etil est aisé de vérifier quef
ainsi défini est un morphisme de corps qui étend f.

Supposons maintenant que g: K; — KK est un (autre) morphisme qui étend f, c’est-a-dire g(a/1) =
f(a) pour tout a. Alors pour b € A\ {0}, on a g(b/1)g(1/b) = g(b/b) = g(1/1) = 1, donc g(1/b)
est 'inverse multiplicatif de g(b/1) = f(b). On obtient donc :

91(3)=9(53)=90) 9 (5)=r@-re:=7 () o

Exemple II.C.5. Le corps des fractions de Z est Q.

8 Les aficionados de la théorie des catégories pourront interpréter ce résultat comme une adjonction de
foncteurs.
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Exemple 1I.C.6. Le corps des fractions de K[X] (ou K est un corps) est le corps des fractions
rationnelles en une variable, généralement noté K(X).

Exercice II.C.7. Le corps des fractions de 'anneau des entiers de Gauss Z[i] est 'anneau des
fractions de Gauss, Q[i] = {a+bi|a,b € Q}.

Remarque II.C.8. Il existe une notion plus générale (que nous n’utiliserons pas dans ce cours), la
notion de localisation, qui consiste a inverser une partie des éléments de ’anneau. On peut voir K,
comme la localisation de A par rapporta A \ {0}.

Section II.D. Anneaux de polynédmes

Dans cette section, nous allons étudier plus en détail les anneaux de polyndbmes de la forme
A[X4, ..., X ], introduits dans la Section II.A, qui sont fondamentaux en algebre.

Lemme II.D.1. Soit A un anneau intégre. Si P,Q € A[X] \ {0} sont des polynémes non nuls, alors
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration. On peut écrire P = Y™ a; X et Q = X1, b;X' avec m = deg(P), n = deg(Q), a,, # 0
eth, # 0.Onaalors:

m+n
PQ = Z Z aibj Xi.
k=0 \i+j=k

En particulier, le coefficient de X™*" est a,,, b,,, qui est non nul car A est intégre. Donc deg(PQ) = m +
n est bien égal a deg(P) + deg(Q). <o

Remarque I1.D.2. Le résultat est faux si A n’est pas intégre. Prenons par exemple A = Z/4Z et P =
Q = 2X + 1. Alors deg(P) = deg(Q) = 1, mais PQ = (2X + 1)2 = 1 (mod 4) donc deg(PQ) = 0 # 2.

Proposition I1.D.3. Soit A un anneau. L’anneau A[X] est intégre si et seulement si A Uest.
Si A[X] est intégre, son sous-anneau A l’est aussi. Le lemme précédent implique la réciproque. <

Déterminons maintenant quand A[X] est principal. Nous aurons besoin de quelques lemmes pour
commencer.

Lemme I11.D.4. Soit A un anneau et soit P € A[X] un polyndme non nul de coefficient dominant
inversible. Pour tout F € A[X], il existe des polynémes Q,R € A[X] tels que:

F=PQ+R et (R=0o0udeg(R) < deg(P)).

Démonstration. Quitte a diviser ’équation par le coefficient dominant de P, on peut supposer que P
est unitaire :

P=X%+a; X1+ +a;X+a,

Le probléme revient au suivant : étant donné U'anneau B = A[X]/(P), il s’agit de montrer que tout
élément [F] € B est égal (modulo P) a une combinaison linéaire de [X°],...,[X?~1]. Comme ce
probléme est linéaire, il suffit de le résoudre pour les monémes et on peut supposer que F = X™.

Le résultat voulu est évident sin < d. Supposons que le résultat est vrai pour tous lesn < ny avec
ngy = d fixé et montrons qu’il est vrai pour n = ny. On a la relation suivante dans B :
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[X70] = [X0~4][X9] = [X™0 4] (—ag_[X9 1] — - — a; [X] — ap)
= —ad_l[XTlo—l] e — al[Xno—d—l] _ ao[Xno_d],

On peut appliquer Uhypothése de récurrence : chacun des termes [X™0 1], ..., [X™0~4] est égal & une
combinaison linéaire de [X?], ..., [X¢~1], donc [X™] aussi. <o

Corollaire I1.D.5. Soit K un corps. L’anneau K[X] est euclidien, donc principal.

IL suffit de prendre v(P) = deg(P). Tous les polynémes non nuls de IK[X] ont un coefficient dominant
inversible, donc on peut appliquer le lemme précédent. <

Proposition I11.D.6. Soit A un anneau. Si A[X] est principal, alors 4 est un corps.

Supposons que A[X] est principal. Il est en particulier intégre, donc son sous-anneau A aussi.
L’élément X € A[X] est irréductible. En effet, si on écrit X = PQ, 'un des deux termes P ou Q est
constant et 'autre de degré 1 grace au Lemme Il.D.1. Quitte a échanger, écrivons P = aX etQ = b ou
a,beA. On a X =PQ =abX dou ab=1 et a et b sont inversibles; en particulier, Q = b est
inversible.

Comme A[X] est supposé principal, Uidéal (X) engendré par 'élémentirréductible X est maximal. Or,
A[X]/(X) = A, donc A est un corps. O

En particulier, si A est un anneau principal quelconque, A[X] n’est en général pas principal.
Exemple II.D.7. L’anneau Z[X] n’est pas principal car idéal (2, X) ne 'est pas.

La factorialité est conservée par le passage a 'anneau des polyndmes. Encore un théoreme de
Gauss!

Théoréme I1.D.8 (Gauss). Si un anneau A est factoriel, alors 'anneau A[X] Uest aussi.

A partir de maintenant, on fixe 'anneau factoriel A. Notons déja que A[X] est intégre et que A[X]* =
A* pour des raisons de degré. La démonstration utilise la notion suivante.

Définition 11.D.9. Soit P € A[X] un polynéme non nul. Le contenu de P, noté c(P), est le PGCD des
coefficients de P. Dit autrement, sion écritP = ay + a, X + -+ + a,X", alors :

c(P) = pgcd(ay, ..., a,) € A/A*.
Un polyndéme P est primitif sic(P) = 1.

Remarque 11.D.10. Un polyndme P est primitif si ses coefficients sont (globalement) premiers entre
eux. Notons que cela n’est pas la méme chose qu’étre premiers entre eux deux a eux ! Si par exemple
P =X%+2X+ 2 € Z[X], alors c(P) = 1 (car pgcd(1,2,2) = 1) mais les coefficients de P ne sont pas
premiers entre eux deux a deux.

Remarque I1.D.11. Si P € A[X] alors c(P) divise P et on peut écrire P = c(P) P ou P est primitif.
Lemme 11.D.12 (Gauss). Soit P et Q deux polynémes non nuls a coefficients dans A, on a:
c(PQ) =c(P)c(Q) (modAX).

Démonstration. Si P et Q ne sont pas primitifs, disons c(P) = d et c(Q) = e, alors on pose P = P/d et
Q = Q/e qui sont primitifs. Il est clair que P et § sont primitifs, que PQ = dePQ et que c(AP) = c(R)
pour R un polynéme et A # 0. IL suffit donc de démontrer que c(PQ) = 1.
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Notons P =ay+a; X + -+ a,X™ et Q =by+b X +-+b, X" . Supposons que c(PQ)+1.
Comme A est factoriel, c(ﬁ@) admet un diviseur irréductible, disons p € A. Cet élément irréductible
ne peut pas diviser tous les coefficients de P, ni tous les coefficients de Q, donc il existe des rangs
ig,jo = Otels que:

plao, ..., pla;,—, mais p ne divise pas a; ;
plby, ..., p|bj,—1 mais p ne divise pas b, .

Or p divise les coefficients de PQ, donc en particulier le coefficient de X*Jo quivaut :

divisible par p
—~
aibj = aiobio + aibi
i+j=ig+Jjo i+j=ig+Jjo
i<igou j<jo

Comme la deuxieme somme est divisible par p, on en déduit que p divise a; b; . Mais comme p est
irréductible, il doit diviser a;, ou b; , une contradiction. <

Ce lemme permet de déterminer les éléments irréductibles de A[X]. Leur description fait intervenir le
corps des fractions K, de A, défini dans la Section II.C.

Corollaire 11.D.13. Soit A un anneau factoriel. Les éléments irréductibles de A[X] sont :

e Lesconstantesp € A (polyndmes de degré 0) qui sont irréductibles dans 4 ;
e Lespolyndmes P € A[X] de degré = 1 primitifs et irréductibles dans K, [X].

Remarque 11.D.14. Ce corollaire est faux si A n’est pas factoriel. Prenons par exemple A =
Q[u, v]/(u? — v3), qui n’est pas factoriel. Le polynéme X? — v € A[X] est unitaire. ILirréductible, car
iln’a pas de racines (u n’est pas un carré dans A). Cependant, dans le corps des fractions de 4,on a:

u\2  u® v
— == —=17.
(v) 2L
On trouve donc que X? — v = (X — u/v)(X + u/v) est réductible sur le corps des fractions de A (qui
estisomorphe a Q(t) via le morphisme u & t3, v » t2).

Démonstration. Commencons par démontrer que ces éléments sont bien irréductibles. Soit p estune
constante irréductible dans A. Si on a une décomposition p = QR dans A[X], alors deg(Q) =
deg(R) = 0 sont aussi des constantes, donc c’est une décomposition dans A et on doit avoir Q €
A* = A[X]*ouR € A* = A[X]*.

Supposons maintenant P € A[X] de degré non nul, primitif et irréductible dans K,[X] et supposons
que P = QR dans A[X]. Cette décomposition vaut aussi dans K,[X], donc 'un ou l'autre des facteurs
appartient a K, [X]* = K, \ {0}. Quitte a échanger, on peut supposer que Q =a € K, \ {0}. OrQ €
A[X] donconaa € Aetdonc a divise c(P) = 1. C’est donc un élément inversible de A, donc de A[X],
et P est bien irréductible.

Démontrons maintenant que ce sont les seuls irréductibles. Soit P € A[X] irréductible. Si deg(P) = 0,
alors il est clair que P € A doit étre irréductible dans A. Supposons maintenant que deg(P) > 1.
Comme c(P) divise P, on doit avoir c(P) = 1 (sinon, P ne serait pas irréductible car divisible par c(P)).
Démontrons enfin que P est irréductible dans K, [X].
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Pour ce faire, supposons que P = QR avec Q, R € K,[X]. En factorisant par les dénominateurs et par
le PGCD des coefficients qui restent, on peut écrire Q = %Q avec a,b € A premiers entre eux, Q €

AlX] et c(Q) = 1. De laméme maniére, factorisons R = —R. On a alors :
ac . . -
P =QR =— QR = bdP = acQR.
bd
D’apres le lemme de Gauss, on a
bd = c(bd - P) = c(ac~ Qﬁ) =ac- C(QR) =ac (modA™).

On en déduit que P = %Qﬁ = uQR olu € AX estinversible. Or, on a supposé que P est irréductible

dans A[X], donc U'un des facteurs Q et R estdans A[X]X = A% c K,4[X]*. Le polynéme P estdonc bien
irréductible dans K, [X]. <&

Démonstration du théoréme de Gauss. Nous pouvons maintenant terminer de démontrer que A[X]
est factoriel. Commengons par montrer que tout polynéme non nul P est associé a un produit
d’irréductibles. Si d = c(P), on a P =dP’ ou P’ est primitif. L’anneau K,[X] est principal, donc
factoriel, et on peut décomposer P’ en un produit d’irréductibles dans K, [X] :

P'=0Q;..Q0,,  Q; € K,[X]irréductible.

Comme ci-dessus, on peut factoriser Q; = %Qi avec a;, b; € A premiers entre eux et Q; € A[X]
primitif. Le polyndme Q; est associé a Q; qui est irréductible dans K,[X] ; il est donc lui-méme
irréductible dans K, [X] et par suite dans A[X] grace au résultat précédent. On a de plus :

a; Ay ~ =~

P=dp'=—"7"0,..0,.
by ...b, Qv Cr

aj ..

. d .a <) < . . .
En passant aux contenus, on voit que u = b—b’” est un élément inversible de A, donc P est bien
1--Or

associé au produit d’irréductibles Q; ... Q,..

Grace au critére de la Proposition 11.B.43, pour conclure, il suffit de montrer que si P € A[X] est un
polynéme irréductible, alors Uidéal (P) est premier. Ily a deux cas a considérer. Soit deg(P) = 0, c.-
a-d., P = a € A est une constante irréductible. Comme A est factoriel, p = (a) c A est premier et
donc A[X]/(P) = (A/p)[X] estintegre.
Sinon, deg(P) = 1, c(P) = 1 et P estirréductible dans K, [X]. On a un diagramme d’anneaux :
AlX] o KulX]
l l
L
A[X]/(P) o  KulX1/(P).
Il suffit de prouver que t est injective, car K,[X]/(P) est intégre (P est irréductible et K,[X] est
principal dans (P) est premier) et un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre. Cela revient a
montrer que (P - K4[X]) N A[X] = P - A[X].
Il est clair que P - A[X] c (P - K,[X]) n A[X]. Si maintenantona Q = PR avecR € K,[X] et Q € A[X].
Comme précédemment, on peut écrire R = %R’ avec a, b € A premiers entre eux, R’ € A[X] primitif.

On peut aussi factoriser Q = cQ avec Q € A[X] primitif. On en déduit que chQ = aPR, ce qui entraine
(en passant aux contenus) que b divise a ; or, ils sont premiers entre eux, donc b est inversible etR €
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A[X]. On adonc bien Q € P - A[X]. Le morphisme t est donc injectif, donc A[X]/(P) est intégre et (P)
est premier.

Grace au critére, on en déduit finalement que A[X] est factoriel. <o
Corollaire 11.D.15. Si A est un anneau factoriel, alors A[Xq, ..., X,,] Uest aussi.
Démonstration. Appliquer le théoréme de Gauss par récurrence. <

Corollaire 11.D.16. Si A est factoriel, alors Uanneau A[Xj, ..., X,,, ... ] des polyn6mes en une infinité de
variables est également factoriel.

Démonstration. Une décomposition en facteurs premiers ne fait intervenir qu’un nombre fini de
variables. o

Exemple I1.D.17. Les anneaux Z[X] et R[X, Y] sont factoriels sans é&tre principaux.

Section IL.E. Irréductibilité dans Z[x] et Q[x]

Dans cette section, nous allons donner des criteres pour déterminer si un polyndme est irréductible
dans l'anneau factoriel Z[ X].

Outre Uimportance théorique de Uirréductibilité des polyndmes, cette notion est également utile en
cryptographie ! La clé de vo(te de Ualgorithme de chiffrement AES, par exemple, est Uutilisation du
polyndme Paps = X8+ X* + X3 + X + 1. Ce polyndme est irréductible dans F,s[X], ou F,s est le
corps & 28 = 256 éléments (qui sera étudié dans le Chapitre IV). Pour cet algorithme, un bloc consiste
en une matrice de 4 X 4 octets, dont les colonnes sont vues comme les coefficients d’un polyn6me
by + b1 X + b,X? + b3 X3. L’'une des étapes de I'algorithme est la multiplication de chaque colonne par
un polynéme fixé, modulo P,gs . L’irréductibilité de P,pg nous assure que lanneau quotient
F,s[X]/(Pags) estintégre, donc la multiplication par un polyndme non nul mod P,gs est injective.

Nous avons vu dans le Corollaire 11.D.13 un critere pratique pour s’assurer de Uirréductibilité d’un
polynédme. Rappelons-le ici, spécialisé au cas A = Z (dont le corps des fractions est K; = Q).

Proposition II.E.1. Les éléments irréductibles de Z[X] sont :

e Lesconstantesp € Z c Z[X] qui sont des nombres premiers au signe pres ;
e Lespolyndmes P € Z[X] de degré > 1 qui sont primitifs et irréductibles dans Q[X].

Déterminer les polyndmes irréductibles non-constants de Z[X] revient donc a déterminer les
polyndmes irréductibles de Q[X] (quitte a factoriser les coefficients d’un polynéme par leur PGCD).
Commengons par quelques propriétés faciles des polynémes irréductibles.

Exemple II.E.2. Soita € K un élément d’un corps K. Le polyndme X — a est irréductible dans K[X].
En prenant K = Q = Ky, on trouve que sia € Z, alors X — a irréductible dans Z[X].

Proposition II.E.3. Soit K un corps. Un polynéme irréductible P € K[X] de degré > 2 n’a pas de
racine dans K.

Démonstration. Supposons au contraire que P € K[X] a une racine a € K. L’anneau K[X] est
euclidien, donc on peut effectuer la division euclidienne de P par X — a et écrire P = (X — a)Q + r ol
r € K. Mais alors, si on évalue en X = a, on trouve P(a) = (a —a) Q(a) + rdoncr = 0 et X — a (qui
est irréductible) divise P, qui n’est donc pas irréductible (car deg(Q) = 1 n’est pas inversible non
plus). <o

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 53



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

Remarque Il.E.4. Un polynéme réductible dans K[X] n’a pas nécessairement de racine: par
exemple, X* + 2X? + 1 = (X? + 1)? est réductible mais n’a pas de racine dans R.

Remarque II.E.5. Un polyndme réductible P € K[X] de degré < 3 admet nécessairement une racine
(Cun des deux facteurs dans la décomposition est de degré 1).

Remarque Il.E.6. Un polynéme irréductible dans Q[X] peut avoir une racine réelle : par exemple,

X? — 2 estirréductible dans Q[X] mais admet+/2 pour racine.

La recherche de racines rationnelles est simplifiée par le résultat suivant, qui permet de réduire le
nombre de rationnels a considérer a un nombre fini (Quoique souvent trés grand) :

Proposition II.E.7. SoitP = ay + a; X* + -+ a,X™ € Q[X] un polynéme & coefficients rationnels. Si
a =p/q € Q estuneracine rationnelle de P avecp A g = 1, alors p divise a, et q divise a,,.

En effet, si P(p/q) = 0, alors :

a a
ap+—+ +ot =0
q
= q"ag + a;pq" "t 4+ app?qt T + e aypt =

Comme q divise tous les termes sauf le dernier, il divise aussi a,p™ ; comme q et p sont premiers
entre eux, q divise donc a,,. De la méme maniere, p divise a,. <

Exemple II.LE.8. Soit P = 2X3 + X? + 3. Les racines rationnelles de P sont & chercher dans
'ensemble suivant :

{i1/1'i3/1'i1/2'i3/2}-

Aucun de ces nombres n’est une racine de P. Comme deg(P) = 3, il est donc irréductible sur Q (car
sinon il aurait une racine).

En Mathematica :

Module[{a®, a3, candidats},
015
314

irréductible[q_, x_] :=
a0 = Coefficient[q, x
a3 = Coefficient[q, x
candidats =

Table[eu/v, {e, {-1, 13}}, {u, Divisors[a®]l}, {v,

Divisors[a3]}];
FreeQ[(q /. {x —-> #1} &) /@ candidats, 0]

]

La proposition précédente donne un algorithme pour vérifier si un polynédme a coefficients rationnels

a une racine, et donc vérifier s’il est irréductible si son degré est < 3. Il y a cependant plusieurs
problemes:

e L’algorithme ne marche que pour les polyndmes de bas degré (si ce qui nous intéresse est
Uirréductibilité) ;

e Il nécessite de vérifier un grand nombre de candidats, a savoir 2 X |{diviseurs de ay}| X
|[{diviseurs de a,}|. Le nombre de diviseurs d(n) vaut In(n) « en moyenne® » ;

®Un théoréme de Dirichlet dit que (ouy = lim (X}, 1/k) — In(n)) ~ 0,577 est la constante d’Euler) :
Z d(x) = xIn(x) + 2y — Dx + 0(Vx).

nsx
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e Calculer P(x) demande un grand nombre d’opérations en général ;

e Une racine de P est un «témoin » pour la réductibilité, mais il n’y a pas de «témoin » pour
Uirréductibilité : méme quand on sait qu’un polynéme est irréductible, on ne peut pas faire
mieux que recalculer P(x) pour tous les candidats racines pour le revérifier.

Notre objectif est maintenant de faire mieux. Rappelons le résultat suivant, bien connu :

Théoréme II.E.9 (« Théoréme fondamental de Ualgebre », Théoréme de D’Alembert-Gauss). Tout
polyndéme non constant de C[X] admet une racine. Par conséquent, les seuls polynémes irréductibles
de C[X] sont les polyn6mes de degré 1 (associés a un polynéme de laforme X — a avec a € Q).

Corollaire II.E.10. Les seuls polyndmes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1, et les
polyndmes de degré 2 qui n’ont pas de racines (c.-a-d. dont le discriminant est strictement négatif).

L’irréductibilité dans Q[X] est bien plus difficile & caractériser. Le théoréme suivant donne un critére,
qui s’applique a n’importe quel anneau factoriel (et en particuliera A = 7Z) :

Théoréme II.E.11 (Critére d’Eisenstein). Soit P = ay + a; X + -+ a,X™ € A[X] un polynéme a
coefficients dans un anneau factoriel 4, avec a,, # 0. Soitp € A un élément irréductible. Supposons
que toutes les propriétés suivantes soient vérifiées :

(a) L’élémentp nedivise pasa,, ;
(b) Pourtouti < n, lélémentp diviseq; ;
(c) L’élément p? ne divise pas a,.

Alors P estirréductible dans K, [X], et donc dans A[X] sic(P) = 1.

Remarque Il.E.12. Dans lUesprit des tests de primalité, on peut appeler p un «témoin»
d’irréductibilité.

En termes algorithmiques, ce critére donne :

eisenstein[p_, x_] := Module[{coeffs, dom, const, candidats},
coeffs = CoefficientList[p, xI1;
dom = Last[coeffs];
const = First[coeffs];
candidats = FactorInteger[#][[All, 1]1] & /@ Most[coeffs];
Length[candidats] >= 1 && (

candidats = Intersection @@ candidats;

candidats = Select[candidats, ! Divisible[const, #"2] &];
candidats = Select[candidats, ! Divisible[dom, #] &];
Length[candidats] >= 1

)

]

Exercice II.E.13. Démontrer que 4X3 + 21X? + 81X + 15 estirréductible dans Z[X].

Exercice II.E.14. Démontrer que X* + 1 est irréductible sur Z mais est réductible mod p pour tout p.

Exercice I.LE.15. Soit p un nombre premier. Démontrer que 1+ X + ---+ XP~1! est irréductible.
(Indice : poserX =Y + 1).

La technique de U'exercice précédent est trés utile pour appliquer le critere d’Eisenstein. Souvent,
méme si P € Z[X] est irréductible, le critére ne s’applique pour aucun nombre premier p. Mais en
décalant la variable X = Y + a astucieusement (ce qui ne change pas la réductibilité), il est possible
de faire en sorte que le critere s’applique.
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Exercice Il.E.16. Soita = pfl ...pfr un entier et sa décomposition en facteurs premiers. Si 'un des «;
vaut 1, alors X™ — a est irréductible pourn > 1.

Remarque Il.E.17. Bien que ce théoreme soit généralement utilisé pour A = Z, on peut bien sir
Uutiliser pour d’autres anneaux factoriels. On peut par exemple Uappliquer 8 A = K[X] (dont le corps
de fractions est IK(X)) pour étudier Uirréductibilité de polyndmes a deux variables, c’est-a-dire les
éléments de K[X, Y] = (K[XD[Y].

Par exemple, si 21 & {0,1}, alors P=Y2—X(X —1)(X — 1) est irréductible dans K[X,Y] (en
choisissant U'élément irréductible X € K[X] pour appliquer le critére, par exemple). Dans ce cas,
’ensemble de ses racines s’appelle une « courbe elliptique ». Les courbes elliptiques sont a la base
de d’algorithmes cryptographiques (ECDH, ECDSA...), dont les clés sont plus petites pour un niveau
de sécurité équivalent que des algorithmes plus anciens tels que RSA.

A=-05 T A=-025 Sl A=
\ .;I I.' o :." i

) Figure Il.E-a Les solutions de
A=025 A=DS 4 A=0T75

y. s / / Uéquation y? = x(x — 1)(x — 4)
L L~ / ) - </ dans R? pour quelques valeurs
A . N I . ) de A. En rouge, les cas singuliers.
/ -. I s
A= A=125 Ve A=15
> - < { /

Démonstration du théoréme. Supposons que P = Y1 a; X' € A[X] est un polynéme qui vérifie le
critére du théoréme pour un irréductible p € A, mais que P est réductible dans K,[X]. On peut donc
écrire P = QR,avec Q = X7_ b;X/,R = Yo, X*, q +1 =netq,r > 0.

L’anneau A est factoriel et p est irréductible, donc p = (p) c A est premier d’aprés la Proposition
11.B.43. L’anneau B = A/p est donc intégre. (Attention, il n’est en général pas factoriel !)

Etant donné a € A, notons @ € B son image mod p. Comme p divise tous les coefficients de P sauf le
coefficient dominant, 'égalité P = QR devient, mod p :

anX™ = (by + -+ by X9) (o + -+ + &, X7). (*)

Comme a, # 0, on a également l_)q,Er # 0. Cette égalité reste vraie dans Kz[X]. Or, Uanneau Kz [X]
est principal (donc factoriel'), et X est irréductible. Par unicité de la décomposition en produits
d’irréductibles, I’équation (x) entraine que X divise chacun des deux facteurs (ils ne sont pas
inversibles car q,r > 0). En particulier, by = ¢, = 0, c’est-a-dire p divise by et ¢y. Or on a ay = bycy,
qui est donc divisible par p?, ce qui contredit ’hypothése du critére. <

1 Comme B n’est en général pas factoriel, B[X] non plus et nous devons passer par le corps des fractions
de B.
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Terminons par un dernier critere. Son importance sera plus claire une fois que nous en saurons plus
sur les corps.

Théoréme I1.E.18. Soit A un anneau factoriel, p € A unidéal premier, et B = A/p le quotient (integre),
avec a ~ a lapplication quotient. Soit P = Y a; X' € A[X] et P son image dans B[X]. Supposons
que @, # 0 (donc deg(P) = deg(P) = n). Si P est irréductible dans B[X] ou dans Kz[X], alors il est
irréductible dans K, [X].

On peut résumer ce théoreme par: «si la réduction mod p d’un polyndbme est irréductible, alors ce
polynéme est irréductible (sur le corps des fractions) ».

Démonstration. Supposons que P vérifie les hypothéses et que P = QR dans A[X], ou Q = 2;7:0 ijj
etR = Y}_ocxX*. Comme P = QR, on a @, = b,¢, donc by, ¢, # 0 et deg(Q) = deg(Q) et deg(R) =
deg (R). Comme P est irréductible dans B[X] (ou Kz[X]), Uun des polynémes Q ou R est de degré 0.
Donc il en est de méme pour U'un des polynémes Q ou R, qui est donc inversible dans K,[X]. Le
polynéme P est donc irréductible dans K, [X]. o

Remarque I.LE.19. Le polynéme P n’est pas nécessairementirréductible dans A[X] (par exemple P =
2X € Z[X] etp = (3)).

Remarque II.E.20. L’anneau B = A/p n’est pas nécessairement factoriel. Un polynéme de degré non
nul irréductible dans B[X] n’est donc pas nécessairement irréductible dans Kz[X], et on ne peut
méme pas définir la notion de polynéme primitif pour la réciproque.

Exercice 1I.LE.21. Démontrer que le polynédme X? + Y2 + 1 est irréductible dans R[X,Y]. (Indice:
prendre A = R[X] etp = (X)).

Exercice I1.E.22. Démontrer que le polynéme X3 + 117X% — 136X + 91 estirréductible sur Z. Indice :
poserp = (3). On notera qu’on ne peut pas lui appliquer le critére d’Eisenstein.
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Chapitre lll. THEORIE DES CORPS

«L’algebre n’est qu’une géométrie écrite, la géométrie n’est
qu’une algébre figurée. »

Sophie Germain, Pensées diverses

Section lll.A. Caractéristique et degré

§ Ill.LA(a) Caractéristique d’un anneau

Définition Ill.A.1. Soit A un anneau et soit ¢: Z - A U'unique morphismes d’anneaux (p(n) =n- 1).
L’idéal ker(¢p) c Z est principal et engendré par un unique élément positif n € N, appelé la
caractéristique de 'anneau, noté car(4).

Cette définition recouvre plusieurs cas :

e Sin =0,onaker(p) = (0) =0, c’est-a-dire ¢: Z — A estinjectif. On dira alors que A est « de
caracteéristique nulle ».
e Sin=1,alorsker(¢) = (1) =Z.0r (1) = 1,donc 0 = 1 dans 4, etdonc A est 'anneau nul.
e Sin = 2, alors n est le plus petit entier positif tel que
n-1=1+1+4+--4+1=0.

Exemple IIl.A.2. L’anneau Z est de caractéristique nulle. Etant donné n > 1, ’anneau Z/nZ est de
caractéristique n.

Proposition IlI.A.3. Si A est un anneau de caractéristique n, alors tout sous-anneau de A est de
caractéristique n.

Démonstration. Supposons que t: B & A est un sous-anneau. Alors ¢:Z — A se factorise par 'unique
morphisme @:Z — B avec ¢ ot = ¢. Comme t est injective, il n’est pas difficile de voir que ker(¢p) =
ker(¢"), donc les deux noyaux sont engendrés par le méme élément positif. <o

Proposition IlIl.A.4. Soit A un anneau integre. Sa caractéristique est soit nulle, soit un nombre
premier.

Démonstration. Supposons que car(4) = n # 0 se décompose en un produitn = ab. Comme ¢:Z —
A est un morphisme d’anneaux,ona:

n-1=¢(n) = ¢(ab) = p(a)p(b) = (a-1)(b- 1).

L’un des deux facteurs est donc nul, car A est integre ; quitte a échanger, disonsa -1 =0, ou en
d’autres termes, a € ker(¢). Or par définition de la caractéristique, ker(¢) = (n), donc n divise son
diviseur a, et par suitea = tneth = +1. <o

Cette proposition est souvent appliquée aux corps, qui sont des anneaux integres. Leur
caractéristique est donc soit nulle, soit un nombre premier.

§ lll.LA(b) Extensions de corps

On rappelle que tout morphisme entre deux corps est automatiquement injectif. Cela justifie la
définition suivante :
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Définition IIlLA.5. Soit IK un corps. Une extension (de corps) de K est un corps L. muni d’un
morphisme (injectif) K — L. Si . est une extension de KK, alors on peut voir K comme un sous-corps
de L et on notera souvent K c IL pour une extension de corps.

Exemple Ill.A.6. On a les extensions de corps suivantes : Q c R c C, Q c Q[i], K c K(X), etc.

Remarque Ill.A.7. Il peut exister plusieurs manieres de plonger un corps dans un autre. Par exemple,
on peutinclure K(X) dans K(Y, Z) d’au moins deux fagons différentes (en envoyant X surY ou sur Z).
Méme si la notation pourrait faire croire le contraire, la donnée du morphisme concret K — L fait
partie intégrante de la notion d’extension. Elle est simplement tacite dans la notation.

La proposition suivante est immédiate et ne constitue qu’un petit exercice de réécriture des
définitions :

Proposition IlIl.A.8. Si K C LL est une extension de corps, alors L est muni d’une structure de K-
espace vectoriel telle que Uinclusion K c L soit IK-linéaire.

On peut également relier la notion d’extension et la notion de caractéristique (notée car(IK)).
Définition l1I.A.9. On appelle sous-corps premier d’un corps K le plus petit sous-corps de K.
Proposition I11.A.10. Soit K un corps.

e Sicar(K) = 0, alors son sous-corps premier est Q.
e Sicar(K) = p > 0 (forcément un nombre premier), alors son sous-corps premier est Z/pZ.

Démonstration. Si car(IK) = 0, 'unique morphisme Z — K est injectif et s’étend donc en un
morphisme K; = Q — K. Si au contraire car(KK) = p > 0, ce morphisme a pour noyau (p) et factorise
par un morphisme d’anneaux Z/pZ — KK, et Z/p’Z est un corps donc il s’agit d’une extension. <

Enfin, on a la notion suivante qui permet de relier les extensions entre elles.

Définition IlI.A.11. Soit K un corps et K c I, K c I’ des extensions de K. Un K-morphisme de L
dans I’ est un morphisme de corps f: L — L' telque Vx € K, f(x) = x.

Remarque Ill.A.12. La condition d’étre un K-morphisme est équivalent a la condition d’étre un
morphisme de K-algebres. La terminologie est simplement différente pour les extensions de corps.

Exemple Ill.A.13. La conjugaison complexe z + Z définit un R-morphisme C — C.

§ lll.LA(c) Degré d’une extension

Définition Il1l.A.14. Soit K c IL une extension de corps. Si la dimension de IL. vu comme K-espace
vectoriel dimg LL est finie, alors on dit que Uextension est finie, on appelle cette dimension le degré de
'extension et on la note [IL: K]. Si la dimension est infinie, on pose [LL: K] = oo.

Exemple Ill.LA.15. Il est bien connu que [C:R] = 2. En revanche, [R: Q] = o (car un Q-espace
vectoriel de dimension finie est dénombrable, mais R ne Uest pas).

Corollaire ll1l.A.16. Si K c L est une extension de corps et K et . sont tous les deux finis, alors on a
IL| = |K|" oun = [L: K].

Corollaire lll.A.17. Si K est un corps fini, alors son cardinal est une puissance d’'un nombre premier.
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Démonstration. Si K est fini, alors sa caractéristique p est non-nulle (car sinon le corps contiendrait
Z qui est de cardinalinfini). Donc K est une extension de Z/pZ et son cardinal est donc une puissance
de |Z/pZ| = p. o

Exemple I1l.A.18. Ce corollaire permet de démontrer qu’il n’existe pas de corps de cardinal 6.

Théoréme IlIl.A.19. Soit K c I. ¢ M des extensions de corps. On a ’équation suivante :
[M: K] = [M:L] - [L: K].

En particulier, K ¢ M est finie si et seulementsilK c LetL. ¢ M le sont.

Démonstration. Soit (e;);¢; une base de LL sur K et (f]) une base de M sur L. Démontrons que la

JEJ

famille (eiff)iez,je] est une base de M sur K.

o Elle est libre: si ¥;;4; e;f; = 0 dans M, alors la combinaison linéaire Y;(3;4; e;)f; &
coefficients dans L est nulle. Or, (f]) est libre donc pour tout j, 3; 4; je; = 0. Mais la famille
(e;); est également libre, donc pour tout i, j,ona4;; = 0.

o Elle estgénératrice : six € M, alors il existe des coefficients (,uj) dans Ltelsquex = Zj uifis
car (f]) engendre M en tant que L-espace vectoriel. De la méme maniere, pour chaque j, il
existe des coefficients (4; ;) tels que u; = ¥; A; je;. Onen déduit que x = ¥, ; A; je;f;.

On conclut en calculant le cardinal de la base ainsi obtenue. <o
Comparer la définition suivante a la Définition 11.A.36.

Définition I11.A.20. Soit K c L. une extension de corps et ¢ € .* un élément. On note K(a) le plus
petit sous-corps de L qui contient K et « et on 'appelle le sous-corps engendré par a. Siay, ..., a, €
L, on définit K(ay, ..., &) de fagon similaire.

Définition 1l1l.A.21. Une extension de corps K c L. est monogéne s’il existe a € L\ Ktel que L =
K(a). Dans ce cas, on appelle a un élément primitif.

Remarque III.A.22. En général, K(a) # K[a] et K[a] n’est pas un corps.
Proposition I11.A.23. Soit K c L une extensionde corpseta € L,ona:

K(a) = {3’ €L | aP,Q e K[X], Q(a) # Oety :%}.

§11.A(d) Eléments algébriques et transcendants
La distinction entre K[a] et K(a) motive la définition suivante :

Définition 1lI.A.24. Soit K c L. une extension de corps et a € L. Soit ¢, :K[X] —» L Uunique
morphisme de K-algébres tel que ¢, (X) = a.

e Onditque a est transcendant (sur K) si ¢, est injectif.
e Sinon, on dit que a est algébrique (sur K).

Exemple I11.A.25. L’élément /2 € R est algébrique sur Q, carilestracinede P = X2 — 2. De laméme
maniére, exp(2im/3) est algébrique sur Q car il est racine de X3 — 1. Les nombres réels e et 7 sont
transcendants sur Q (théoremes d’Hermite et von Lindemann, respectivement, voir la Section 111.C).
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Exercice I11.A.26. Soit K un corps. L’élément X € K(X) est transcendant sur K.
ExemplelllLA.27.SiK c Leta € K c L, alors a est algébrique sur K (car racine de X — a).

Remarque Il1l.A.28. Si K c . € M sont des extensions, et si @ € M est algébrique sur K, alors il est
algébrique sur L (et par contraposée, s’il est transcendant sur L. alors il Uest aussi sur [K). Cependant,
il est possible que «a soit algébrique sur . mais pas sur K.

Exemple 1l1l.A.29. Considérons Q € R c C. Le nombre e + im est algébrique sur R (il est racine de
(X — e)? + m? = 0) mais il est transcendant sur Q.

Si un nombre est algébrique sur un sous-corps, alors c’est la racine de nombreux polynémes : par
exemple, ﬁ € R est racine de X% — 2, mais aussi de X* — 4, etc. Parmi ces polynémes, 'un d’entre
eux est distingué :

Définition 111.A.30. Soit K c L une extension, a un élément algébrique sur K, et ¢, : K[X] - L
'évaluation en a. Le noyau de ¢, est principal (car K[X] Uest). Si ker(¢,) = (P) avec P € K[X]
unitaire (de coefficient dominant égal a 1), on dit que P est le polynéme minimal de a et on le note
Irrg(a).

Exemple II.LA.31. Le polynéme minimal de v2 € R sur Q est Irrg(v2) = X2 — 2. Le polyndme
minimal de j := exp(2im/3) sur Q estIrrg(j) = 1 + X + X2,

Remarque IlIl.A.32. Le polyndme minimal dépend bien slr du corps dans lequel on se place. Par
exemple, IrrR(\/f) = X —+/2. Cependant, on a le résultat suivant :

Proposition I11.A.33. Soit K c L. € M une suite d’extensions et « € L un élément quelconque. Alors
le polynéme Irry («) divise le polyndme Irrg(a) dans L[X].

Démonstration. Le polynéme Irrg(ar), qui est a coefficients dans KK, peut également étre vu comme
un polynéme a coefficients dans L. Comme il s’annule en «a, il appartient au noyau de ¢, : L[X] - M.
Or, par définition, ce noyau est engendré par Irry (), qui divise donc Irrg(a). o

Lemme ll1l.A.34. Le polyndme minimal d’un élément algébrique est irréductible.

Démonstration. Supposons au contraire que le polynéme minimal P = QR € K[X] d’un élément
algébrique a € L soitréductible. Alors P(a) = 0 donc Q(a) R(a) = 0 donc au moins 'un des facteurs
est nul, disons Q(a) = 0. Onadonc Q € (P) avec Q qui divise strictement P, c’est absurde. &

La dichotomie entre éléments algébriques et transcendants est illustré par les résultats suivants :

Proposition I1I.A.35. Soit K c IL une extension et a € L un élément transcendant sur K. Alors K[«]
estisomorphe a K[X] et K(a) estisomorphe a K(X).

Démonstration. Cela découle directement du fait que ¢,: K[X] — L est injectif d’image K[«a], et que
K(a) est image de K(X) — L, X — a (qui est bien défini car a est transcendant). o

Proposition 1lI.A.36. Soit K c . une extension et a €L . Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(a) L’élément a est algébrique sur K.
(b) On al’égalité K[a] = K(a).
(c) Ladimension de K[a] comme K-espace vectoriel, dimy K[a], est finie.

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 61



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

Démonstration. Démontrons que (a) = (b). Ona K[a] = K[X]/(P) ou P estle polynéme minimal de «a.
Le polynéme P est irréductible et K[a] est principal, donc (P) est maximal et K[«a] est un corps.
Comme K[a] c K(a) et K(a) est le plus petit corps contenant @, on a bien K[a] = K(a) .
Réciproquement, si K[a] = K(a) alors a est algébrique (car s’il était transcendant, ces deux anneaux
seraient différents), donc (b) = (a). De la méme maniere, (c) = (a), car si a était transcendant, alors
K[a] = K[X] serait de dimension infinie.

Enfin, démontrons que (a) = (c). L’espace vectoriel K[a] est isomorphe a K[X]/(P). Si on note P =
Z’{:ol a;X' + X™, alors on peut montrer facilement par récurrence que {1, X, X?, ..., X" 1} est une base
du quotient comme K-espace vectoriel, donc dimg K[a] = deg(P) < oo. <O

Définition 111.A.37. Soit K c L et a € L un élément algébrique. La dimension dimg K[a], qui est égale
au degreé du polynébme minimal de «, s’appelle le degre de a (sur K).

Remarque ll1.A.38. Le degré d’un élément dépend bien entendu de U'extension de corps. Par exemple,
V2 est de degré 4 sur Q (son polynéme minimal est X* — 2) mais il est de degré 2 sur K[v2] (son

polyndme minimal est X2 —1/2).

Section lll.B. Cléture et rupture

Commengons par quelques rappels élémentaires sur les racines des polyndmes.

Définition 11I.B.1. Soit K c L. une extension de corps, P € K[X] un polynéme, et a € L une racine de
P. La multiplicité de a est le plus grand entier n tel que (X — a)™ divise P dans L[X]. Si cette
multiplicité vaut 1, on dit que « est une racine simple, sinon on dit que a est une racine multiple.

Remarque III.B.2. Comme L[X] est factoriel, on peut définir la multiplicité comme Uexposant de
(X — a) dans la décomposition de P en facteurs irréductibles.

Définition III.B.3. Soit P = ay + a; X + -+ a,X™ € K[X] un polynéme. Son polynéme dérivé (ou
encore sa dérivee) est le polynbme :

P':=a; + 2a,X + 3a3X3 + -+ + na, X" ! € K[X].

Proposition Ill.B.4. L’opération de dérivation vérifie les propriétés habituelles de l’analyse : étant
donné des polyndémes P, Q € K[X] et des scalairesa,f € K,ona:

(aP+BQ) =aP'+pQ', (PQ) =P'Q+PQ", (PoQ)=Q - (P'°Q).
Proposition I1I.B.5. Soit P un polyndme. Si une racine a de P est multiple alors P'(a) = 0.

Démonstration. Si a est une racine multiple, alors P = (X — a)? - Q avec Q € K[X] et donc P’ =
2(X —a)Q + (X — a)?Q’ s’annule bien en a.

Supposons maintenant que P'(a) = 0. On peut écrire P = (X — a) - R (car a est une racine) avec R €
K[X]. La dérivée de P est donnée par P’ = (X — @)R’' + R. Donc P'(a) = R(a) est nul. Par division
euclidienne, R est divisible par X — a et donc P est divisible par (X — @)? comme attendu. <

§ Ill.B(a) Extensions algébriques

Définition 111.B.6. Soit K c IL une extension de corps. On dit que Uextension est algébrique si tout
élément de IL est algébrique sur K.

Corollaire ll1.B.7. Une extension finie est algébrique.
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Démonstration. SiIK c L est une extension finie (c’est-a-dire dimg L < o) etsia € L, alors :
dimg K[a] < dimg L < oo, <O
Exemple IlI.B.8. L’extension R c C est algébrique. L’extension Q < R ne U’est pas.

Exemple IlI.B.9. La réciproque est fausse: l’extension Q S Q[\/i, V3,5, ] est algébrique mais
infinie.

Théoréeme III.B.10. Soit K < L. une extension de corps. L’ensemble suivant est un corps :
K' = {x € L | x est algébrique sur K }.

C’est la plus grande extension algébrique de K contenue dans LL. On Uappelle'' la cl6ture algébrique
de K dans L.

Il s’agit de montrer que K’ est stable par addition, opposé, multiplication, et inverse. Cela n’a rien
d’évident a priori.

Exercice II1.B.11. Trouver les polynémes minimaux de v2 + /3, puis de V2 4+ /3 ++/5... Ou en tout
cas, essayer!

Démonstration. Pour démontrer le théoréme, nous allons employer les techniques vectorielles. Soit
x,y € L deux éléments algébriques sur KK, y # 0. Notre objectif est de démontrer que x — y et x/y
sont également algébriques sur K.

Comme x est algébrique sur KK, K[x] est un corps et [K[x]: K] < 0. De plus, y est algébrique sur K,
donc a fortiori sur K[x] et donc [K[x, y]: K[x]] < e. On en déduit donc, par multiplicativité du degré,
que:

[K[x,y]: K] = []K[x, yl: ]K[x]] - [K[x]: K] < oo.

Or x — y et x/y sont tous deux des éléments de K[x, y], donc K[x — y] et K[x/y] sont de dimensions
finies sur K et donc x — y et x/y sont tous deux algébriques. <

Exemple 111.B.12. L’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q forme un corps noté Q ;
c’est la cloture algébrique de Q dans C. C’est une extension algébrique de Q qui n’est pas finie (car
Q[X] contient des éléments irréductibles de degré arbitraires, cf. plus loin).

Introduisons maintenant une classe de corps qui n’ont pas d’extensions algébriques non triviales.

Définition 111.B.13. Un polynéme P € K[X] est scindé s’il se décompose en un produit
(éventuellement vide) de facteurs de degré 1, éventuellement avec un facteur inversible.

Exemple III.B.14. Le polyndme 2X? —3 =2 (X - 1/3/2) (X + 1/3/2) est scindé sur R mais pas sur
Q.

Définition 111.B.15. Un corps K est algebriquement clos s’il satisfait les conditions équivalentes :

e SiK c L est une extension algébrique, alors K = L.
e Tout polyndme de K[X] de degré = 1 admet une racine.
e Tout polyndme de K[X] est scindé.

" A ne pas confondre avec la notion de « corps algébriquement clos » introduite plus loin !
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e Les éléments irréductibles de K[X] sont les polyn6mes de degré 1.
Exemple Ill.B.16. Le corps C est algébriguement clos (c’est le théoreme fondamental de l’algebre).

Exercice I11.B.17. Le corps Q défini ci-dessus est algébriquement clos. Ce n’est pas évident au
premier abord. En effet, tout polyndme & coefficients dans Q a une solution dans Q. Mais il faut
démontrer que tout polyndme & coefficients dans Q a encore une solution dans Q ; en d’autres
termes, si a est algébrique sur Q, alors il est déja algébrique sur Q.

Par exemple, supposons que a’+2a?—a+1=0, et que B3+ +3 =0, donc a et B sont
algébriques (mais irrationnels !). On suppose maintenant que y est un nombre algébrique qui vérifie
v3 + ay? + By + 1 = 0. Est-il facile de trouver un polynéme & coefficients rationnels qui s’annule en
¥ ? (Le polynéme minimal de y est de degré 27 = 33...)

La proposition suivante donne la solution.

Proposition 11l.B.18. Soit K c I. ¢ M des extensions, avec IL algébrique sur K et M algébrique sur L.
Alors M est algébrique sur K.

Démonstration. La preuve fait encore intervenir des techniques vectorielles. Soit @ € M un élément.
Comme IL c M est algébrique, il existe un polyndme P = By + ;X + -+ B, X" avec B; € Let P(a) =
0. Chaque B; est lui-méme algébrique sur K, donc [K[B;]: K] < co. En réutilisant la preuve du
Théoréme Il1.B.10, on en déduit que :

[K[B1, ..e) Bp]: K] < co.

Or a est algébrique sur K[y, ..., B,], donc [K[By, ..., Bn, @l: K[y, ..., Bnl] < 0. On déduit de ces deux
inéquations que [K[B, ..., B, @]: K] < o0, et comme a € K[B, ..., Bn, @], que [K[a]: K] < 0. On en
déduit donc que a est bien algébrique sur K. <

Nous allons démontrer plus loin que tout corps est contenu dans un corps algébriquement clos.

§ 11l.B(b) Corps de rupture

Notre objectif est maintenant de « forcer » un polynédme irréductible a avoir une racine.

Définition 111.B.19. Soit K un corps et P € K[X] un polyndme irréductible. Un corps de rupture de P
est une extension monogeéne K c K(a) telle que P(a) = 0.

Remarque I11.B.20. Le polynéme P est divisible par X — a dans K(«) et n’y est donc plus irréductible
s’ilest de degré > 2.

On rappelle qu’un K-morphisme entre deux extensions est un morphisme de corps qui est Uidentité
sur le sous-corps K.

Proposition I11.B.21. Soit K un corps et P € IK[X] un polynéme irréductible. Un corps de rupture de P
existe et est unique a IK-isomorphisme pres.

Démonstration. Pour Uexistence, posons L = K[X]/(P). Comme P est irréductible et K[X] est
principal, Uidéal (P) est maximal, donc LL est bien un corps. Sion pose a = [X] € L, alors P(a) = 0 et
L = K[a] = K(a) est monogéne.

Supposons maintenant que I’ = K(a') est un (autre) corps de rupture de P. Il y a un unique
morphisme de K-algébres ¢: K[X] — L’ tel que ¢(X) = a’; c’est U'évaluation en a’. Ce morphisme
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s’annule sur Uidéal (P) (car P(a’) = 0) donc ¢ factorise par L. = K[X]/(P) = K[a], avec ¢p(a) = a'.
Ce morphisme factorisé est surjectif, car .’ est monogeéne, engendré par a'. Il est de plus injectif :
comme P est irréductible, c’est le polynbme minimal (a inversible pres) de a. C’est donc un K-
isomorphisme. <o

On parlera donc en général du corps de rupture d’un polynéme plutdt que d’un corps de rupture.

Exemple 111.B.22. Le corps C est le corps de rupture de X2 + 1, car C = R(i). C’est aussi le corps de
rupture de X2 + X + 1, car C = R(j) avec j = exp(2im/3). On remarque que dans C, chacun de ces
deux polyndmes est scindé :

X24+1=X+DX—-i), X24+X+1=X-)X-j?.

Exemple I11.B.23. Le corps Q(W) est le corps de rupture de P = X3 — 2. Le polynéme P est
décomposable dans le corps de rupture :

X? —2=(x-32)(x*+32x + V4).
Il n’est néanmoins pas scindé car Q(i/f) ne contient pas ses autres racines, a savoirji/f etj? V2.

Remarque 111.B.24. On pourrait définir un « corps de rupture » d’'un polynéme réductible P € K[X]
comme une extension monogéne K(a) telle que P(a) = 0. Cependant, on n’a pas unicité du corps de
rupture dans ce cas. Par exemple, si P = (X? + 1)(X? — 2) € Q[X], alors on a deux corps de rupture

possibles & isomorphisme prés, a savoir Q(i) et Q(\/E)

§ lll.B(c) Corps de décomposition

Comme vu précédemment, méme une fois qu’on a «forcé » un polyndéme P a avoir une racine, il ne
devient pas automatique scindé. Cela nous amene a considérer la définition suivante :

Définition 111.B.25. Soit K un corps et P € K[X] un polyndme. Un corps de décomposition de P est
une extension K c LL telle que P est scindé dans IL et qui est minimale pour cette propriété.

Théoréme I11.B.26. Soit K un corps et P € K[X] un polyndme. Il existe un corps de décomposition de
P, unique a K-isomorphisme pres.

Démonstration. L’existence se démontre par récurrence sur deg(P). Si deg(P) = 0 oudeg(P) =1,
alors . = K convient et cette extension est bien sir minimale. Supposons maintenant que tout
polynéme de degré < d admet un corps de décomposition (avec d = 2), et considérons P de degré d.
Si P est déja scindé, alors I. = K convient encore. Sinon, P admet un facteur irréductible de degré >
2 (rappelons que K[X] est factoriel), disons Q € K[X]. Soit K’ = K(a) le corps de rupture de Q. Alors
dansK'[X],onaP = (X — a)P avec deg(ﬁ) < d.On peutdonc considérer le corps de décomposition
L de P, qui est une extension de K’ et donc de K. Cette extension est minimale, car engendrée par les
racines d,, ..., @, € K[a] (potentiellement multiples) de P sur K[a], etdoncona L = K[a, ay, ..., @y,].

Pour démontrer Uunicité, raisonnons par récurrence sur [IL: K]. Si le degré de U'extension vaut 1, alors
. = K est bien slr unique. Supposons maintenant que si un polyndbme quelconque admet un corps
de décomposition de degré < d sur K (avec d = 2), alors tout autre corps de décomposition de ce
polyndme lui est K-isomorphe. Supposons que P admet un corps de décomposition de degré
[L: K] = d etsoit .’ unautre corps de décomposition. Soita € . \ K uneracinede P, etsoit Q € K[X]
le polyndme minimalde a. Le polyndme Q estun facteurirréductible de P, etiladmet donc une racine
a' e’ \K.Silonnote M = K(a) c LetM’' = K(a') c I/, ces deux corps sont des corps de rupture
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de P et donc il existe un K-isomorphisme f: M — M’ tel que ¢(a) = a’. Mais alors M c L. et M(c
M) c L' sont deux corps de rupture de P de degré < d sur M, donc on peut appliquer 'hypothése de
récurrence et trouver un M-isomorphisme 1 entre eux. Comme ¢@: M — M’ était un K-isomorphisme,
1 se restreint bien en Uidentité sur K et on peut conclure. <

Définition 111.B.27. Etant donné P € K[X], on notera Dk (P) sont corps de décomposition sur K.
Remarque III.B.28. En suivant la preuve, on voit que Dk (P) est engendré par les racines de P.

Exemple 111.B.29. Le corps C est le corps de décomposition de X? + 1 sur R. On note qu’ici, le corps
de rupture est déja un corps de décomposition ; ce n’est pas toujours le cas.

Exemple I11.B.30. Le corps Q(j, 3\/5) est le corps de décomposition de X3 — 2 sur Q.

§ IIl.B(d) Cléture algébrique
Enfin, nous allons étudier une maniére de « forcer » tous les polynémes a étre scindés.

Théoréeme III.B.31 (Steinitz). Soit K un corps. Il existe une extension de K qui :

e EstalgébriquesurK;
e Estalgébriqguement close, c.-a-d., tout polyndme y est scindé.

Cette extension est unique a K-isomorphisme prés et on Uappelle la cloture algébrique de K.
Exemple I11.B.32. Le corps C est la cloture algébrique de R.

Exemple I11.B.33. Le corps Q introduit précédemment est la cléture algébrique de Q.

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin de quelques lemmes.

Lemme 111.B.34. Soit K un corps et P;, ..., B- des polyndmes. Il existe une extension finie K c L telle
que chaque polynéme P; a une racine dans L.

Déemonstration. Il suffit de calculer plusieurs fois de suite les corps de rupture : on considere I, le
corps de rupture de Py, puis L, le corps de rupture de P, € K[X] c L, [X], etainsi de suite jusqu’a L. =
L,. o

Lemme I11.B.35. Soit K un corps. Il existe une extension K c K’ telle que tout polynéme de degré > 1
a coefficients dans K a une racine dans K'.

Remarque lll.B.36. L’extension en question n’est pas nécessairement la cloture algébrique de K, car
il faudrait que tous les polynémes a coefficients dans K’ aient une racine dans K', ce qui n’est pas
forcément le cas.

Démonstration. Etant donné un polyndme P € K[X] de degré > 1, on définit une variable formelle X,
eton note § 'ensemble des variables Xp. On considére maintenant Uanneau K[S] des polyn6mes en
les variables Xp. Nous allons montrer que 'idéal suivant est non-trivial :

I=(P(Xp) | P € K[X] deg(P) = 1) c K[S].

L’idéal I n’est évidemment pas nul. Démontrons qu’il n’est pas égal a K[S]. Si au contraire il I'était, il
existerait des polynémes Py, ..., B. € K[X] et des polynémes @y, ..., 9, € K[S] tels que :

QP (Xp) + -+ QP (Xp) = 1. ()

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 66



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

Soit M une extension finie de K dans laquelle chaque P; a une racine a; € M. L’équation (*) est
encore valable a coefficients dans M. Elle ne fait intervenir qu’un nombre fini de variables : les Xp, et
les autres variables X € § qui interviennent dans les Q;. En évaluant 'équation () surXp, = a; (et
X = 0 pourles autres variables qui apparaissent), on obtient 0 = 1 dans M, une contradiction. Donc
I est strictement inclus dans K[S].

D’aprés le théoréme de Krull (Théoréme 11.B.20), il existe un idéal maximalmtel que I c m & K[S].
Le quotient L. := K[S]/m est une extension de K, et chaque polynéme P € K[X] admet la racine Xp
dans cette extension. &

Lemme I1l.B.37. Tout corps est contenu dans un corps algébriquement clos.

Remarque Il1.B.38. Il ne s’agit pas nécessairement de la cloture algébrique du corps, car on n’a pas
supposeé que U'extension soit algébrique sur le corps initial.

Déemonstration. Soit IK un corps. En utilisant le lemme précédent, on peut construire une suite
d’extensions :

K:KOCK1CK2C“'

Qui vérifie la propriété suivante : tout polyndme a coefficients dans K,, de degré > 1 admetuneracine
dans K,,, 1. Notons L la réunion des KK,,, qui forme un corps. Si P € L[X] est un polyndme, tous ses
coefficients sont dans U'un des K, (pour n assez grand), donc P admet une racine dans K, .4 et donc
dans le corps L. <o

Nous pouvons maintenant démontrer la partie « existence » du théoreme. Soit Kun corps et K C L
une extension avec IL algébriquement close (obtenue par le lemme précédent). On note :

K := U{M | Kc M c L, M estalgébrique sur K }.

Alors K est une extension algébrique de K. De plus, si P € K[X] est un polynéme de degré > 1, il
admet une racine a € L. Cet élément a est algébrique sur K, et K est algébrique sur K, donc a est
algébrique sur K par la Proposition 111.B.18, et donc finalement a € K.

Pour démontrer Uunicité, nous aurons besoin de quelques résultats supplémentaires sur les
prolongements de morphismes vers des corps algébriqguement clos.

Proposition 111.B.39. Soit ¢: K & IL une extension de KK dans un corps algébriquement clos. Soit K(a)
une extension algébrique monogéne (non triviale) de K, avec P € K[X] le polyndme minimal de a qui
possede r racines distinctes dans LL. Il y a exactement r prolongements ¢': K(a) — L de ¢ en un K-
morphisme.

Démonstration. Notons que tout élément y € K(a) est de la forme y = Q(a) pour Q € K[X]. Pour
chaque racine § € L de P, on définit un prolongement ¢": K(a«) — L en posant :

¢'(y) =Q(B).

Cetélément ne dépend pas du choixde Q :siy = Q(a) = R(a), alors (Q — R)(a) = 0 etdonc P divise
Q — R,donc Q(B) — R(B) = 0.ILn’est pas difficile de vérifier que ¢’ définitun IK-morphisme, que tous
les K -morphismes sont de cette forme, et que des racines distinctes de u donnent des
prolongements distincts. <
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Remarque I11.B.40. Le nombre de racines distinctes de P n’est pas toujours égal au degré de P. Les
contre-exemples ne se manifestent cependant qu’en caractéristique non-nulle. Nous verrons dans le
Chapitre V que la proposition précédente et cette remarque entrainent des conséquences profondes.

Corollaire 111.B.41. Soit IK un corps, K’ une extension algébrique de K, et L. une extension
algébriqguement close de K. Il existe un K-morphisme ¢: K’ — L qui prolonge K c L. Si de plus K’ est
algébriguement clos et si L est une extension algébrique de K, alors ¢ est un K-isomorphisme.

Démonstration. Pour démontrer ce corollaire, il faut faire appel a la proposition précédente et a
’axiome du choix, voir par exemple [6, Théoréme 5.2.8]. La partie « unicité » du théoréme découle
immeédiatement de ce corollaire. <o

Section lll.C. Exemples
§ I1l.C(a) Cléture algébrique de Q

On rappelle que la cléture algébrique de Q est ’ensemble Q défini précédemment :
Q={x€eC|3PeQ[X], P(x)=0}.

Donnons quelques propriétés de cet ensemble.

Proposition III.C.1. L’extension Q c Q est infinie.

Demonstration. Il suffit de montrer qu’il existe des polynémes a coefficients rationnels irréductibles
de degré arbitrairement grands. En effet, si P est un tel polyndme et a € Q en est une racine, alors
Uextension Q(a) < Q est de dimension deg(P). On peut utiliser le critére d’Eisenstein (Théoréme
ILE.11) : sip est un nombre premier, etn = 1 est un entier, alors X™ — p est irréductible. Ce résultat

entraine que la famille {p, \/_, i/—, % } est Q-linéairement indépendante. <o
Malgré cela, Uextension Q c Q reste de taille « raisonnable » :
Proposition I1I.C.2. Le corps Q est dénombrable.

Démonstration. Pour d € N, on note Q;[X] U'ensemble des polynémes de degré d a coefficients
rationnels. Onaalors :

a=|J |J rraon.
deN PeEQq[X]
Pourchaque P € Qg[X], Vensemble P~1({0}) = {x € Q | P(x) = 0} estfini, de cardinal < d. De plus,
ensemble Q4[X] est dénombrable, car en bijection avec Q* x Q%. Une réunion dénombrable
d’ensembles dénombrables est dénombrable, donc Upeq,x; P~ ({0}) est dénombrable. Comme N
est encore dénombrable, on en déduit le résultat. <o

Remarque 111.C.3. La méme preuve permet de démontrer que si K est infini, alors K a le méme
cardinal que K.

Corollaire Ill.C.4. Il existe des nombres réels transcendants.
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Démonstration. Le corps C n’est pas dénombrable'? mais Q l’est, donc Q est strictement contenu
dans C. o

Ce résultat ne nous dit pas comment trouver un nombre transcendant ! Le premier nombre donton a
démontré qu’il était transcendant était la constante de Liouville.

Définition llI.C.5. La constante de Liouville L est le nombre défini par:
L= Z 10~™,
n=1

En base 10, ce nombre s’écrit 0,1100010000000000000000010 ... : toutes ses décimales sont
nulles, sauf celles aux rangs de la forme n! (1, 2,6, 24 ...) qui valent 1.

Théoréeme IlI.C.6 (Liouville). Le nombre L est transcendant.
Cela découle des deux résultats suivants (que nous n’allons pas démontrer) :

Lemme lll.C.7. Pour toutn > 1, ilexiste unirrationnelp/q € Q, g > 1, telque:
1
0<|e-E <
ql g
Ce lemme dit que L est approchable « aussi pres que 'on veut » par un rationnel.

Lemme IIl.C.8. Soit @ un nombre irrationel et n le degré de son polyndme minimal. Alors il existe une
constante réelle C > 0 telle que pour toutp/q € Q,
Cc
|0.’ — B > —
ql g
Ce lemme dit au contraire qu’un nombre algébrique irrationnel n’est pas approchable par des
nombres rationnels avec une précision arbitraire.

§ IIl.C(b) Construction a la regle et au compas

Dans cette section, nous allons donner une jolie application de la notion d’algébricité.

Définition I11.C.9. Soit A ¢ R? un sous-ensemble du plan. On dit qu’un point est constructible (3 la
regle et au compas) en un pas a partir de A si on peut U'obtenir a partir de A en réalisant Uune des trois
opérations suivantes :

e Prendre Uintersection de deux droites non-paralleles passant chacune par deux points de 4 ;

e Prendre un point d’intersection d’une droite passant par deux points de A avec un cercle dont
le centre est dans A et qui passe par un autre pointde 4 ;

e Prendre un point d’intersection entre deux cercles distincts, dont chacun des centres est
dans A et chacun passe par un point de A.

2. 0n peut le démontrer avec 'argument diagonal de Cantor. Restreignons-nous a [0, 1] pour plus de
simplicité. Imaginons que {x,},>; st une énumération de tous les réels entre 0 et 1. On écrit en base
décimale (sous forme normalisée, sans suite infinie de 9 a la fin) :

X, = 0,x0x1x2 ...
On construit alors le nombre a dont la kieme décimale est x,’(‘ + 1 (mod 10). Par construction, ce nombre
ne peut pas apparaitre dans la liste {x, } : s’il était égal a x,,, leurs nieme décimales seraient égales !
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On dit gu’un point P est constructible a partir de A s’il existe une suite A = A, € 4; C --- € 4, telle
que pourtoutk, A, = Ay U {P;} avec P, constructible en un pas a partirde A, et P = B,.

On dit aussi que P est constructible (tout court) s’il est constructible a partir de A = {(0,0), (1,0)}.
Enfin, on dit qu’un nombre réel x € R est constructible si (x,0) est constructible.

Figure Ill.C-a Les trois maniéres de construire des points, de gauche a droite : intersection de deux droites, intersection d’une
droite et d’un cercle, intersection de deux cercles.

Exercice lll.C.10. On dit qu’une droite (resp., un cercle) est constructible si elle passe par deux points
constructibles (resp., son centre est constructible et il passe par un point constructible). Démontrer
que:

e SiD estune droite constructible, et P € D est un point constructible, alors la parallele a D et
la perpendiculaire a D qui passent par P sont constructibles.

e SiP,Q,R sontconstructibles, alors le cercle de centre P et de rayon ||Q—R)|| est constructible.
Exercice II1.C.11. Soitn € Z un entier. Démontrer que (n, 0) et (0,n) sont constructibles.

Exercice IlIl.C.12. Soit x € Q un rationnel. Démontrer que x est constructible. (Indice : utiliser le
théoreme de Thales.)

Exercice I11.C.13. Soit x un réel constructible. Démontrer que vx est constructible. (Indice : utiliser le
théoréme de Pythagore.)

Passons maintenant au lien entre nombres constructibles et algebre.

Proposition 111.C.14. Si x est un réel constructible, alors le degré de 'extension [Q(x): Q] est une
puissance de deux.

Comme dans la définition, posons 4, = {(0,0),(1,0)} c A; c --- € A,, avec A;.; = A; U{P;}, P41
constructible en un pas a partir de 4;, et B, = (x,0). On note K; Uextension de Q engendrée par les
coordonnées des points de 4;, de telle sorte que 'on a une tour d’extensions :

Q=Ky,cK, c--cK, 3 x.
Lemme III.C.15. Quel que soit i, le degré [K;,;: K;] vaut 1, 2 ou 4.

Démonstration. Le point P;.; = (x;,1,Vi+1) €st défini par Uintersection de droites et/ou de cercles et
onalkK;,; = K;(x;+1,¥i+1).- L’équation d’une droite est de degré 1 et ’équation de cercles de degré 2,
donc on a [K;(x;+1):K;] € {1,2} et de méme [K;(v;41):K;] € {1,2}, donc le degré cherché,
[K; Ceir, Yir1): K] = [K; Oipr, vig ) Ko O] - [K; (10 K], vaut 1, 2 ou 4. %
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Exercice 111.C.16. Démontrer qu’en fait, le degré vaut toujours 1 ou 2. (Indice : décrire Uintersection
de deux cercles comme Uintersection d’un cercle et d’une droite.)

Démonstration. Ce lemme permet de démontrer la proposition : le degré [KK,,: Q] est un produit de
facteurs tous égaux a 1, 2 ou 4, donc c’est une puissance de 2. Par multiplicativité du degré, [Q(x): Q]
divise [K,: Q], d’ou le résultat. &

Cela permet de résoudre plusieurs problemes posés par les géometres de la Grece antique :

e La duplication du cube : peut-on construire (a la régle et au compas) un cube de volume
double du volume du cube unité ? En d’autres termes, est-ce que V2 est constructible a la
regle et au compas ?

e La trisection de l'angle : peut-on couper en trois angles égaux (« trissecter ») 'angle d’un
triangle équilatéral ? En d’autres termes, peut-on construire cos(m/9) ? (La construction de la
bissectrice a la regle et au compas est bien connue !)

e La quadrature du cercle : peut-on construire un carré de méme aire que le cercle unité ? En
d’autres termes, peut-on construire Vi ?

08
06
04F

02

0.2 0.4 06 0.8 1.0

Figure I11.C-b Les trois problemes classiques : duplication du cube, trisection de l’angle, quadrature du cercle.

Corollaire ll11.C.17. La duplication du cube est impossible : V2 nest pas constructible.

Démonstration. Son polynéme minimal est X3 — 2 et donc [Q(W):Q] vaut 3, qui n’est pas une
puissance de deux. <

Corollaire I11.C.18. La trisection de 'angle est impossible : cos(m/9) n’est pas constructible.

Démonstration. On a ’équation cos(36) = 4 cos3(8) — 3 cos(A) qui donne dans notre cas, pour § =
/9,

4a3 —3a =cos(n/3) =1/2 © 8a® —6a—1=0.

On vérifie que P = 8X3 — 3X — 1 estirréductible (les racines rationnelles éventuelles sont a chercher
parmi {+1,+1/2,+1/4,+1/8} mais aucune ne marche). C’est donc le polyndme minimal de « et
[Q(a): Q] = 3, qui n’est pas une puissance de deux. Donc a n’est pas constructible. <&

Pour la quadrature du cercle, la preuve utilise le théoréme suivant (que nous n’allons pas démontrer) :
Théoréme lll.C.19 (Lindemann). Le nombre i est transcendant.

Corollaire 111.C.20. La quadrature de cercle est impossible : vt n’est pas constructible.
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Démonstration. Si+/T était constructible, il serait algébrique, et son carré m = v/ - V't le serait aussi.
Or ce n’est pas le cas d’apres le théoréme de Lindemann. <o

Remarquelll.C.21. Les origamis permettent de construire plus de nombres que larégle etle compas :
ils permettent de construire toutes les tours d’extensions dont les étages intermédiaires sont de degré
2 ou 3 (voir [4, chapitre 3]). Ils permettent donc de dupliquer le cube et trissecter le triangle équilatéral.
Mais pas de réaliser la quadrature du cercle, qui reste inaccessible aux méthodes algébriques...

§ I1.C(c) Quelques exemples en caractéristique non-nulle

En caractéristique nulle, on « triche » un peu quand il s’agit d’étudier les extensions algébriques de Q.
En effet, on connait déja ’extension C dont on sait qu’elle est algébriquement close (la preuve faisant
intervenir de Uanalyse). Grace aux résultats des sections précédentes, n’importe quelle extension
algébrique de Q se plonge dans C, et on peut compter et déterminer les plongements possibles d’une
extension finie explicitement. La connaissance de C permet par ailleurs de définir facilement's la
cléture algébrique Q de Q.

La situation est différente en caractéristique p > 0 (premier). On ne connait a priori qu’un seul corps
de caractéristique p, le corps Z/pZ, et ses extensions évidentes comme le corps des fractions
rationnelles Z/pZ(X). On ne connait pas d’extension algébriquement close de Z/pZ. Plusieurs
arguments qui s’appliquent a Q = Ky (le critére d’Eisenstein, par exemple) ne s’appliquent pas a
Z/pZ.

Nous allons donner ici quelques exemples d’extensions algébriques de Z/pZ pour quelques valeurs
de p. On étudiera plus en détail les corps finis dans le Chapitre IV.

Exemple lIl.C.22. Le polyndme X? + X + 1 est le seul polynéme irréductible de degré 2 a coefficients
dans Z/27Z. En effet, on vérifie qu’il n’a pas de racines, et tous les autres polyndmes de degré 2 (ily en
a trois) ont une racine.

Son corps de rupture K = Z/2Z[X]/(X? + X + 1) = Z/2Z[«] est la seule extension quadratique.
L’élément a vérifie 'équation a? + @ + 1 = 0 (ou encore a? = a + 1). Son cardinal vaut |Z/2Z|? =
22 = 4. Attention, il n’est pas isomorphe & Uanneau Z/47, qui n’est pas un corps ! Tous ses éléments
x € Kvérifient 2x = x + x = 0, ce qui n’est pas le cas dans Z/4Z. Ses éléments sont{0,1,a,a + 1}
(les classes des quatre polyndmes de degré < 2 a coefficients dans Z/2Z). Sa table de multiplication
est la suivante :

x o 1 a a+1
o [0 o 0 0
1 |0 1 a a+1
a |0 a a+1 1
a+1\0 a+1 1 a

Exemple I11.C.23. Ily a deux polynémes irréductibles de degré 3 sur Z/2Z, asavoirQ = X3 + X + 1 et
R = X3 + X? + 1. Ces deux polynémes définissent deux extensions :

L =12/2Z[X1/(Q) = Z/2Z[B], ~ M =Z/2Z[X]/(R) = Z/2L[y].

Chacune de ces extensions est de cardinal 8. En tant que Z/2Z-espace vectoriel, des bases sont
données par {1, 3, B} et {1,y,y?}. Les éléments B et y vérifient respectivement les équations 3 =

13 Cette facilité n’est qu’apparente ! On ne sait, somme toute, pas grand-chose sur Q...
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g+ 1lety® =y? + 1, a partir desquelles on peut trouver les tables de multiplication de K et IL (de
taille 82 = 64, non reproduites ici).

En fait, ces deux extensions sont Z/2Z-isomorphes. On peut définir un isomorphisme :

¢: K- L, B oeB)=y+1.

En effet, 'élément y + 1 vérifie bien Uéquation (y +1)3 =y =(y+1) +1, donc le morphisme
d’anneaux Z/2Z[X] - M, X — y + 1 factorise bien par L. Il est clairement surjectif, donc comme
M| = |L|, c’est un isomorphisme. ILn’y a donc qu’une unique extension cubique de Z/27Z.

On remarque également que Uextension quadratique K = Z/2Z[a] trouvée précédemment ne se
plonge pas dans L. = M. En effet, 'équation X2 = X + 1 qui définit  n’admet pas de solution dans L :
sionposex = xy + x, 8 + x,? (avec x; € {0,1}), alorsona:

x% = (xo + x18 + x,8%)?
= XO +X1ﬁ2 + x2ﬁ4
=xo + %187 + x,8(B + 1)
= xO + xZﬁ + (xl + xz)ﬂz.

Pour avoir x? = x + 1, il faudrait donc avoir x, = x, + 1, ce qui est impossible.

En degré supérieur, il est plus difficile de chercher les polynémes irréductibles. On peut vérifier par
exemple qu’il y a quatre polynédmes de degré 4 qui n’ont pas de racines: 1+ X3+ X*, 1+ X% +
X4 1+X+ X4 etl+ X+ X%+ X3+ X% Cependant, ils ne sont pas tous irréductibles : le polynéme
X*+ X%+ 1 se décompose en fait comme (X? + X + 1)2. Les trois autres sont irréductibles et
définissent des extensions quartiques de Z/2Z, dont on peut vérifier (c’est laborieux) qu’elles sont
isomorphes.

Exemple I11.C.24. Il y a trois polynémes irréductibles de degré 2 sur Z/3Z, a savoirP = X2+ 1,Q =
X?+ X +2etR = X%+ 2X + 2. Ils définissent chacun une extension monogéne quadratique,

K =7Z/3Z[a], L=12Z/3Z[B], M =Z/3Z[yl.

Chacune de ces extensions est de cardinal 32 =9, avec K ={0,1,2,a,a + 1,a + 2,2, 2a + 1, 2a +
2} (et de méme pour L et M). Les générateurs vérifient respectivementa? = 2,82 =2 + lety? =
y + 1, ce qui permet de trouver les tables de multiplication. Pour KK, on trouve par exemple la table

suivante :
X 0 a 2a 1 1+a 1+2«a 2 24+a 2+2a
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 2 1 a 24+ a 1+a 2a 24+2a 142«
2«a 0 1 2 2a 1+2«a 242« a 1+a 24+a
1 0 a 2a 1 1+a 142« 2 2+ a 24+2a
1+a 0 2+ a 1+2«a 1+a 2a 2 24+2a 1 a
1+2a | 0 1+a 24+42a 142« 2 a 24+« 2a 1
2 0 2a a 2 24+2a 2+ a 1 142« 1+«
24+« 0 242« 1+a 2+ a 1 2a 1+2«a a 2
24+2a |0 14+2a 24+« 24+2a a 1 1+a 2 2a

En fait, ces trois extensions sont encore Z/3Z-isomorphes ! Ily a des isomorphismes :

¢: K- L, ar pla)=p-1;
P: K - M, ar Y@=y +1
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On vérifie en effet que (f —1)? = (y + 1)? = 2. A isomorphisme preés, il n’y a donc qu’une seule
extension quadratique de Z/3Z. Elles se réalisent néanmoins sous trois « formes » différentes.

Ceci est un fait général : comme on le verra dans le chapitre suivant, pour tout p premier et tout n, il
n’existe qu’une unique extension de Z/pZ de degré n, a isomorphisme pres.

Section lll.D. Polynémes cyclotomiques

Terminons ce chapitre par une classe importante de polynbmes, les polyndmes cyclotomiques.

§ lll.D(a) Racines de lunité

Définition I11.D.1. Soit K un corps. On dit que { € K estune racine de l'unité s’il existe un entiern > 1
tel que (™ = 1. On note 'ensemble des racines niemes de l'unité par :

pn(K) ={CeK|{" =1}
Remarque IlI.D.2. Sin divise m, alors y,, (K) c u, (K).

Exemple 111.D.3. On a u,(Q) = u,(R) = {1} si n est impair et u,(Q) = u,(R) = {£1} sin est pair.
DansC,ona:

1n (C©) = { exp(2ikm/n) | k € {0, ...,.n — 1} }.

Proposition 111.D.4. Si K est un corps etn = 1 est un entier, alors u, (KK) est un groupe cyclique de
cardinal inférieur ou égal a n.

Démonstration. Il est clair que u, (KK) est un sous-groupe de K*. Comme K est un corps, le polynéme
X™ — 1 admet au plus n racines, donc |u,(KK)| < n. On peut adapter sans difficultés la preuve du
Lemme 1.D.9 pour démontrer qu’un sous-groupe fini de K* est toujours cyclique, méme si K n’est
pas lui-méme fini. <o

Remarque I11.D. La dérivée de P, = X" — 1 est P, = nX™"1. Si car(K) ne divise pas n, alors la seule
racine de P, est 0 qui n’est pas une racine de P,, donc toutes les racines de P, sont simples. Si au
contraire car(K) = p divise n, alors toutes les racines de P, sont multiplies (car alors B, = 0). On peut
en fait vérifier que XP¥ — 1 = (X* — 1)P sin = pk, donc pp; (K) = p, ().

Hypothése IlI.D.5. Quitte & factoriser toutes les puissances de p, on supposera donc dans la suite
que si car(KK) = p n’est pas nulle, alors n et p sont premiers entre eux.

On notera dans cette section K, le corps de décomposition de X™ — 1 € K[X]. Le polynéme X™ — 1y
estscindé etadmet donc n racines, deux a deux distinctes grace a ’hypothese précédente. On a donc
un(K,) = Z/nZ. Comme u, (K) est un sous-groupe de u,, (K,), son ordre est un diviseur de n.

Définition I1l.D.6. Une racine niéme primitive de 1 € K est un générateur de u,, (K,,), c’est-a-dire un
élément { € K,, telque {™ = 1 et{? # 1 pourd < n. On note ’ensemble des racines primitives :

pn(K) = {¢ € pn(Ky) | ¢ engendre py, (K,) }.
Attention a la notation : contrairement a u,, (K), en général u;, (K) n’est pas inclus dans K.
Proposition Ill.D.7. Le cardinal de y;, (K) est ¢(n) (Uindicatrice d’Euler).

Démonstration. Si { est une racine primitive nieme de l'unité, alors les autres racines primitives
niémes sontles {¥ avec k An = 1.Deplus, sik,l € {0,...,n — 1} sonttels que {¥ = ¢!, alors (¥t = 1.
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Comme ({ est une racine primitive, cela entraine que k —[ = 0. Donc u;,(KK) contient autant
d’éléments qu’ily a d’entiers 0 < k < n premiers avec n, c’est-a-dire ¢(n). <o

Remarque 1lI.D.8. Si kc K est le sous-corps premier (k=Q ou k=7Z/pZ suivant la
caractéristique), alors le corps de décomposition de X™ — 1 € K[X] est une extension du corps de
décomposition de X™ — 1 € k[X], et toutes ses racines sont dans ce sous-corps de décomposition.
On pourra donc supposer que K = k dans la suite, et ne considérer que Q ou Z/pZ.

Remarque III.D.9. Sip (premier) divise n = pk, alors il n’y a pas de racine primitive nieme de Uunité
dans un corps de caractéristique p d’aprés la Remarque III.D : si x™ = xP¥ = 1 alors x* = 1.

Exemple I11.D.10. Les racines primitives niemes de 1 € Q sont:

un(Q) = {expRikn/n) | ke{l,..,n—1}, kAn=1}

§ [1l.D(b) Définition et premieres propriétés
Comme avant, on fixe un corps K (soit Q, soit Z/pZ), un entiern > 1, et K, le corps de décomposition

de X™ — 1 € K[X]. Enfinsi car(KK) = p > 0 on supposequenAp = 1.

Définition 111.D.11. Le nieme polynéme cyclotomique &, x € K, [X] est le polynéme :

ch,]K = 1_[ X-9.
Ceun(K)

En d’autres termes, @, k est U'unique polynéme qui est: unitaire ; scindé ; a racines simples ; ses

racines sont les racines primitives niemes de Uunité. Dans la suite, on omettra 'indice K, sauf si cela
a une importance. D’apres ce qui précede,

deg(cbn,]]() =@ (n)

Proposition l11.D.12. Etantdonnén > 1,on a:

X"—1= Hd)d(X).

din

Démonstration. On a U’égalité suivante, qui donne directement le résultat en notant que tous les
polynémes qui interviennent sont scindés a racines simples dans K, :

(x €K | x" =1} = u,(K,) = Uu;(u«) - U{xe]Kn | Oy(x) = 0}. o

din din
Cette formule permet de calculer ®,, par récurrence.

On abienslir®; = X — 1:la seulracine « unieme » de Uunité est 1 lui-méme.
Comme®;®,=X?>—-1=(X-1)X+1),onad, =X +1.

De la méme maniére, ®;d; = X3 —-1=(X—-1)(X?2+ X+ 1)doncd; = X2+ X + 1.

On a encore ®,®,d, =X*-1=X?’-1DX?*+1)=X-1)X+1)(X2+1), donc on
obtient®, = X2 + 1.

5. En continuant ainsi, on trouve ®s = X*+ X3+ X2+ X + 1,0y =X2 - X+ 1, dg=X* +1,
by = X0+ X3 + 1, etc.

Pobd=
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Exercice 111.D.13. Ce calcul par récurrence peut se résumer facilement par la formule d’inversion de
Mobius. Notons u: N — C la fonction de Mébius, définie par u(n) = Y¢eu: ) ¢ (la somme des racines

primitives niémes de l'unité).

1. Démontrer que sin = pfl ...pf’ est décomposé en facteurs premiers, alors u(n) est donné
par:
a. Silundesa;est> 2alorsu(n) =0.
b. Sitous les q; valent 1 et r est pair, alors u(n) = 1.
c. Sitous les a; valent 1 et r estimpair, alors u(n) = —1.
2. Endéduire que u est multiplicative : sia A b = 1 alors u(ab) = u(a) u(b).
3. Démontrer que Y4, 1u(n) = 0sin > 1etque Yq u(1) = 1.
4. Démontrer la formule d’inversion de Mobius: si f,g: N — A sont a valeurs dans un groupe
abélien (4,+), alorsona:
vngm =Y fd = vnfm = udg(5)
din dln
5. Enappliquant la formule au groupe abélien (K(X) \ {0}, %), en déduire que :

@, = | e -1

din

Remarque lll.D.14. La formule d’inversion de Mdbius fournit la relation suivante sur Uindicatrice

d’Euler:
o) o u(d)
n _Z d -’

dn

Exemple I11.D.15. On retrouve essentiellement le calcul par récurrence précédent si Uon applique
cette formule. Par exemple, pour calculer @, (dont les diviseurs positifs sont {1, 2,4}) on trouve :

4
o, = | [xe - 1@
L]
= (x4 - 1)”(4) (x4 - 1)"(2) (x¥1 - 1)#(1)
=X-D°x*-D7t- X -1t
=X*-1/(X%*-1)
=X?+1.

Exercice I11.D.16. Démontrer que ®;, = X* — X? + 1.
ILest facile de calculer @, pour un nombre premier q :
Proposition Ill.D.17. Si g est premier, alors ®, = ZZ;; Xk,
Démonstration. Cela découle directement de ’équation suivante :
QP =X1-1=X-DXTT+X972+ .+ X+ 1). o

Tous les polyndmes cyclotomiques que nous avons calculé jusqu’a présent sont a coefficients
entiers. Ceci n’est pas un hasard :

Proposition II1.D.18. Le polynéme @, o est a coefficients entiers. Si K est un corps quelconque, alors
@, k est Vimage de @, € Z[X] par le morphisme canonique Z — K.
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Démonstration. Commengons par démontrer que &, = ®,, est a coefficients entiers par
récurrence. Pourn = 1, c’est vrai, car ®; = X — 1. Supposons maintenant que @, est a coefficients
entiers pour toutd < n. On pose 4 = Hdmd*n @, qui est donc a coefficients entiers et unitaire. On
peut former la division euclidienne de X™ — 1 par A dans 'anneau euclidien Z[X] pour trouver :

X" —1=AQ +R, Q,R e Z[X], deg(R) < deg(A).

Or, dans Q[X], on a légalité X™ — 1 = Ad,, et donc A(P,, — Q) = R. Pour une question de degré, on
doit donc avoir @, = Q.

Démontrons maintenant que @, k est 'image de @, o sous Uapplication canonique ¥:Z — KK pour
toutcorps K. Le casn = 1 est évident (®; = X — 1 quel que soit le corps). On a l’égalité suivante dans

ZIX] :
Xn—lzl_[q)d'(@:cbn'@ 1_[ ch,Q' (*)

djn din,d#n
L’image de X™ — 1 pariy est encore X™ — 1, et on a 'égalité suivante dans K[X] :
Xt—-1= nq’d,K =Ppk- 1_[ Dy €
djn din,d#n
Mais si on applique ¥ a Uéquation (x), on trouve que X" — 1 = ¥(P,,q) - [Tajnasn Pax. Comme

anneau K[X] estintegre, c’est que (P, q) = Py o

Cette proposition justifie le fait que U'on ne note plus le corps en indice de @, : ils sont tous obtenus
par réduction de ®,, ¢ € Z[X].

§111.D(c) Irréductibilité sur Z

Théoréme 111.D.19. Pour tout n = 1, le polynéme cyclotomique ®,, € Z[X] estirréductible sur Z.
On étudiera la réductibilité de ®,, mod p dans la Section IV.C.

Corollaire 111.D.20. Si { € C est une racine primitive nieme de l'unité, alors son polyndme minimal est

@, etona [Q(): Q] = ¢(n).

Comme c(®,,) vaut 1, il suffitde démontrer que @, estirréductible sur Q. On rappelle que Q,, désigne
le corps de décomposition de @, sur Q. On note aussi { € Q,, une racine primitive nieme de Uunité.

Lemme I11.D.21. Le polyn6me minimal F; de ¢ sur Q est a coefficients entiers.

Démonstration. L’anneau Z[X] est factoriel, donc on peut factoriser ®,, = +P, ... B. avec P; € Z[X],
uniques a permutation et signe pres. Comme @, est unitaire, tous les P; le sont aussi au signe pres ;
quitte a factoriser par —1, on peut supposer que tous les P; sont unitaires. Or, { estracine de ®,,, donc
de l'un des P; et donc F; divise ce P;. Ce polynéme P; est unitaire (donc de contenu 1) et irréductible
surZ, donc il estirréductible sur Q. On en déduit donc que F; = P; est a coefficients entiers. <

Lemme I11.D.22. Soit p un nombre premier qui ne divise pas n. Le polyndme minimal F¢» de {? est le

méme que le polynéme minimal F; de {.

Démonstration. Notons F = F; et G = F¢p pour simplifier la notation. Commep An =1, (P est aussi
une racine primitive pieme de Uunité, donc g divise aussi ®@,,. Supposons que F # G. Comme ils sont
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irréductibles et premiers entre eux dans Z[X], et qu’ils divisent tous deux @,,, leur produit FG divise
D,.

Or, G({P) = 0, c’est-a-dire { est racine du polyndme G (XP?) qui est donc divisible par F (en principe
dans Q[X], mais comme les polyndmes sont unitaire une application du lemme de Gauss donne que
cela se passe en fait dans Z[X]). On a donc G(X?) = FH avec H € Z[X].

On peut réduire cette équation mod p, ce qui donne G(X?) = FH (ou - est la réduction mod p). Mais,
modulo p, on a les équations (Q + R)? = QP + RP pour des polyndmes Q, R et a? = a mod p pour un
entier a, donc G(X?) = (G(X))p, d’ou FH = GP.Si Q estunfacteurirréductible de F, alors c’est aussi
un facteur irréductible de GP, donc également de G par le lemme d’Euclide. Donc le carré Q? divise
FG = ®,. Le polynéme ®,, admet donc une racine double dans son corps de décomposition sur
Z/pZ.C’est absurde : toutes ses racines sont simples par définition. <

Démonstration du théoréme. D’aprés le lemme précédent, sip est un nombre premier qui ne divise
pas n, alors ¢P est racine de F;. Si on prend maintenant k = pfl ...pfr < n premier avec n, une
récurrence immédiate donne que le polynéme minimal de (¥ est le méme que celui de {. Donc
finalement, tous les {¥ avec k An = 1 sont des racines de F;. Ces racines sont au nombre de ¢(n),
donc deg(Fg) > ¢(n). Or F; divise ®,, qui est de degré ¢(n), donc F; = &, est bien irréductible (c’est
le polyndme minimal de (). <

Corollaire 111.D.23. Si a € C est une racine primitive miéme de l'unité et § une racine primitive nieme
de lunité avecn Am = 1, alors Q(a) N Q(B) = Q.

Exercice I11.D.24. Sin = p;* ...p;" avec p; premiers deux & deux distincts, démontrer que :

po1, pari
By = B, (XPTHT),

§ 111.D(d) Extensions cyclotomiques

Soit p un nombre premierfixé et { une racine primitive pieme de l'unité. Rappelons un résultat vu dans
la preuve de la réciprocité quadratique (8 .E(b)). Si on note la somme quadratique de Gauss g =

Zﬁ;(l) ;‘2, alors g2 = p* = (_?1) p. On peut faire le lien entre cette équation et ce qui précéde :

Définition I11.D.25. Une extension K c IL est quadratique si c’est le corps de décomposition d’un
polynéme irréductible de degré 2.

Définition 11l.D.26. Une extension K c LL est dite cyclotomique si elle est contenue dans le corps de
décomposition de @, i ; en d’autres termes, si elle est contenue dans une extension obtenue en
adjoignant une racine primitive nieme de Uunité a K.

Proposition I11.D.27. Toute extension quadratique de Q est cyclotomique.

Démonstration. Une extension quadratique est de la forme Q(\/ﬁ) avec n entier. Si on écritn =

20,+1 20,+1_ 2 2 . ips . I
(—1DepPatt | p2trtiprea  p2hres g4 décomposition en nombres premiers distincts, alors

Q(\/ﬁ) = Q(\/E, ,\/E) sie =0et Q(\/ﬁ) =Q(i, \/E, ,\/E) sinon.

Par récurrence, il suffit donc de démontrer que Q(i) et chaque Q(ﬁ) est cyclotomique. En effet, si
on a une racine primitive miéme ¢, et une racine primitive niéme ¢, alors Q({,,, ¢,) = Q({nvn)- En
d’autres termes, une extension cyclotomique d’une extension cyclotomique est cyclotomique.
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On a bien sr Q(i) = Q({,) qui est cyclotomique. Grace a la formule sur la somme quadratique de

. (-1 . (-1 .
Gauss, Q(,/p) est contenue soit dans Q({,) (si (?) = 1) soit dans Q({,, ) (si (?) = —1), ce qui
permet de conclure. <o
Remarque I11.D.28. Les extensions quadratiques sont des cas particuliers d’extensions abéliennes

(voir le Chapitre V). Un théoréme de Kronecker dit que toute extension abélienne est cyclotomique,
mais la preuve est bien plus ardue.

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 79



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

Chapitre IV. CORPS FINIS

«Le temps du monde finicommence. »

Paul Valéry, Regards sur le monde actuel

Section [V.A. Morphisme de Frobenius

Nous avons déja remarqué que, dans le corps Z/pZ, la « formule magique » suivante est vraie :
Va,b € Z/pZ, (a+ b)P =aP + bP.

Cette observation se généralise amplement.

Proposition IV.A.1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. L’application F: K — K définie par
F(x) :== xP est un morphisme de corps. Si K est fini, c’est un automorphisme ; si K = Z/pZ, c’est
Uidentité.

Démonstration. Il est clair que F vérifie F(1) = 1 et F(xy) = F(x) F(y). De plus, pour tous x,y € K,
ona:

P\ ( p ) _
= P = P P=1y 4 ... P14 P
Fix+y)=(@x+yP=x +(1)x y+ -+ p—1 xyP~t 4+ yP.

Or, p divise (7) pourtout k € {1, ...,p — 1}, donc on abien F(x + y) = F(x) + F(y).

Un morphisme de corps est toujours injectif. Si K est fini, alors F: K — K est donc également surjectif
et c’est donc un automorphisme. Enfin, si K = Z/pZ, alors le théoréme de Fermat dit bien que F(x) =
xP = x (mod p). &

Définition IV.A.2. Soit K un corps de caractéristique p. Le morphisme de la proposition précédente
s’appelle le morphisme de Frobenius (ou automorphisme de Frobenius si K est fini) et se note
Frobg : K - K.

Remarque IV.A.3. Si K n’est pas fini, en général Frobg n’est pas un isomorphisme. Par exemple, si
K = Z/pZ(X), alors il n’existe pas de fraction rationnelle F(X) = P(X)/Q(X) telle que Frob(F(X)) =
F(X)P = X.

Proposition IV.A.4. Soit K un corps de caractéristique p > 0. L’ensemble des points fixes de Frobg
est le sous-corps premier de K.

Démonstration. Les points fixes de Frobg sont les racines de XP — X. Les p éléments du sous-corps
premier Z/pZ c K vérifient 'équation x? = x d’aprés le petit théoreme de Fermat. Comme K est un
corps, le polyndme X? — X ne peut avoir au plus que deg(X? — X) = p racines dans K, donc ce sont
exactement les éléments du sous-corps premier. <o

Section IV.B. Existence et unicité de IFq

Tous les corps finis ont un cardinal de la forme g = p™ avec p premier et n = 1. On connait un corps
de cardinalp : le corps Z/pZ. On a de plus vu dans le § 1Il.C(c) quelques exemples de corps finis a
aide d’extensions algébriques de Z/pZ, de cardinaux 22 =4, 23 =8, et 32 =9. On a de plus
remarqué que pour un cardinal donné, les extensions trouvées sont isomorphes entre elles. On est
en droit de se demander s’il s’agit d’un fait général ; la réponse est oui !
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Proposition IV.B.1. Soit p un nombre premier etn = 1 un entier. Il existe un corps de cardinal g = p"
qui est unique a isomorphisme prés. Ce corps est le corps de décomposition de X9 — X € Z/pZ[X].

Démonstration. Démontrons d’abord qu’un corps a q = p™ éléments existe. Soit L. le corps de
décomposition de P = X9 — X sur Z/pZ. L’ensemble des racines de P forme un sous-corps L.’ C L
(en appliquant la « formule magique » plusieurs fois). Par minimalité du corps de décomposition, on a
donc I’ = IL. Le polyndme P admet deg(P) = q racines, potentiellement multiples. Mais la dérivée de
PvautP' = qX971 — 1 = —1 (carp|q) qui n’admet aucune racine, donc les racines de P sont toutes
simples. Onadonc |L| = g = p™.

Supposons maintenant que M est un autre corps a g = p™ éléments. Le groupe des unités M* est de
cardinal g — 1, donc tous ses éléments vérifient x971 = 1. Tous les éléments de M vérifientdonc x4 =
x et les q éléments de M sont donc les racines de X9 — X . Le corps M est donc un corps de
décomposition de X9 — X sur Z/pZ et donc isomorphe au corps LL trouvé ci-dessus. <o

Définition IV.B.2. Soit ¢ = p™ une puissance du nombre premier p. On notera [F4 Uunique corps de
cardinalg.

Exemple IV.B.3. Pourq = p = pt, on F, = Z/pZ. On a décrit F,, [Fg et [Fq dans le § 11.C(c).

Section IV.C. Polynémes a coefficients dans I,

Nous avons vu dans la Section Il.E divers critéres qui permettent de déterminer quand un polynéme a
coefficients dans un anneau factoriel A est irréductible. La plupart de ces criteres sont
principalement utiles quand A = Z. Ici, nous allons voir deux autres criteres utiles pour les corps finis
(mais qui peuvent également s’appliquer a Q).

Théoréme IV.C.1. Soit K un corps et P € K[X] un polyndme de degré n > 0. Le polyn6me P est
irréductible sur K si et seulement s’il n’a pas de racines dans les extensions K c L de degré [L: K] <
n/2.

Démonstration. Ily a deux cas possibles :

e SiPestirréductible surkK, et sia € L est une racine de P, alors P est le polyndme minimal de
asurKet [K(a): K] = netdonc [L: K] = [K(«): K] = n.

e Si au contraire P est réductible, alors on a P = QR avec deg(Q),deg(R) > 0. L’un des deux
est de degré < n/2, disons deg(Q) < n/2. Pour Q' un facteur irréductible de Q et IL. son corps
de rupture, on a [L: K] = deg(Q") < deg(Q) < n/2, et P admet une racine dans L. o

Exemple IV.C.2. Le polynéme X* — X + 1 est irréductible sur [F,. En effet, il suffit de vérifier qu’il n’a
pas de racine dans [F, (par un calcul immédiat). On en déduit que ce polynéme est irréductible sur
Z en appliquant le Théoréme I1.E.18.

Exercice IV.C.3. Démontrer que XP® — X + 1 estirréductible sur Z quel que soit p premier.

Exemple IV.C.4. On peut se servir de ce résultat pour démontrer & nouveau que le polynbme &g =
X* + 1 estréductible sur [F, pourtoutp > 2 (le cas p = 2 étant évident). ILsuffit en effet de vérifier que
®g a une racine dans [z, la seule extension de degré 2 de [F,,. Or une racine de ®g dans un corps K
n’est rien d’autre qu’une racine primitive huitiéme de l'unité, ¢’est-a-dire un élément x € K* d’ordre
8. On a démontré précédemment que, IF;Z = Z/(p? — 1)Z. Il suffit donc de démontrer que 8 divise
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p? — 1 (caralors ]F;z contiendra un élément d’ordre 8). Onap? —1 = (p — 1)(p + 1), chacun de ces

deux termes est pair, et ’'un des deux est multiple de 4, donc le produit est bien divisible par 8. <o

Remarque IV.C.5. On peut également se servir de la réciprocité quadratique pour démontrer le
résultat :

e Sip =1 mod4,alorsd’aprées le premier complément de la réciprocité quadratique, —1 estun
résidu quadratique, disons —1 = a? mod p et alors
dg = (X2 —a)(X?+ a) modp
e Siaucontrairep = 3 mod4, ily a encore plusieurs cas :
o Sip=7 mod8, alors 2 = b? modp est un résidu quadratique d’aprés le second
complément de la réciprocité quadratique, et on a une décomposition :
g =(X?+aX+1)(X?—aX + 1) modp.
o Enfin,sip =3 (mod 8), alors ni —1 ni 2 ne sont des résidus quadratiques, donc —2 =
c? mod p est un résidu quadratique. On a alors la décomposition :
dg = (X2 +cX —1)(X2 —cX — 1) modp.

Nous sommes en droit de nous demander s’il s’agit d’un cas isolé ou d’un fait général. La table
suivante résume la situation pour les petites valeurs de n et p.

Table IV.C-a La case contient v si ®,, est irréductible mod p et rien sinon.

Dy | Dy | D3 | Py | s | P | Py | Pg | Py | Py | Py | Pap | Pz | Pag | Pis
p=2 ViV ]V v | VY v v v v
p=3 v iV vV v v v
p=>5 ViV ]V v |V v v
p=7 |V | V vV IV v v v
p=11 | Vv |V |V | V v v v
p=13 | vV | V v v v
p=17 | v | V | V Yarasi v v v
pr=19| vV | V v v v v v
p=23 | vV |V IV IV IV IV v v
p=29| Vv |V | V v v v
p=31| v | V v v v
p=37| Vv | V v v v

Le théoréme suivant donne une partie de la réponse :

Théoréme IV.C.6. Soitn = 1 un entier. Il existe un nombre premier p qui ne divise pas n et tel que ®,,
estirréductible sur IF, si et seulement si (Z/nZ)* est cyclique.

Remarque IV.C.7. On avu dans la Section |.D que (Z/nZ)* est cyclique si et seulementsin = 1, 2, 4,
q“® ou 2q“* avec q premierimpair. Cela explique les colonnes vides pourn = 8, 12, 15 (qui ne sont pas
de cette forme) dans la table ci-dessus.

La preuve de ce théoreme repose sur le résultat suivant, qui généralise le fait qu’il y a une infinité de
nombres premiers congrus a 1 mod 4, oua —1 mod 8:

Théoréme IV.C.8 (Théoréme de la progression arithmétique, Dirichlet). Soita,n > 1 deux entiers
premiers entre eux. Il existe une infinité de nombres premiers congrus a a mod n.

Lemme IV.C.9. Le polyndme @,, est réductible sur [, (ou p est premier et ne divise pas n) si et
seulementsip € (Z/nZ)* estd’ordre < @(n).
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Démonstration. En utilisant le Théoréeme IV.C.1, &, est réductible sur [F,, si et seulement s’il existe
m < @(n)/2 tel que ®,, a une racine dans F,m. Or les racines de @, sont les racines primitives
niémes de l'unité, donc cela revient a demander que ]F;m contient un élément d’ordre n. Comme ]F;(m
est cyclique d’ordre p™ — 1, cela revient a avoir n|p™ — 1, ou encore que p™ = 1 (mod n), ou encore
que p estd’ordre < m < @(n) dans (Z/nZ)* (car un sous-groupe propre est d’indice au moins 2). <

Démonstration du théoréme. Le groupe (Z/nZ)* est d’ordre ¢(n). S’il n’est pas cyclique, tous ses
éléments sont d’ordre < ¢(n), donc en particulier p est d’ordre < @(n). Réciproquement, si (Z/nZ)*
estcyclique, notons a € (Z/nZ)* un générateur. D’aprés le théoréme de la progression arithmétique,
il existe une infinité de nombres premiers dans la classe a, donc en tout cas au moins un, disons a =
[p] avec p € Z premier. Alors cet élément est d’ordre ¢(n) dans (Z/nZ)* et donc ®,, est irréductible
mod p. <

Notons que le lemme ci-dessus admet la généralisation suivante :

Proposition IV.C.10. Soit n un entier et p un premier qui ne divise pas n et soit d ordre de p dans
(Z/nZ)*. Sur F,, le polyndme cyclotomique ®,, se décompose en un produit de ¢(n)/d facteurs
irréductibles, chacun de degré d.

Démonstration. Soit{ € Fp une racine primitive niéme de Uunité et d Uordre de p dans le groupe des
inversibles mod n, de telle sorte qu’on a un plongement :

Z/dZ - (Z/nZ)*, k- pk.

Le quotient G = (Z/nZ)*/(Z/dZ) est d’ordre ¢(n)/d, et on note ses classes [a] pour a € (Z/nZ)*.
On a alors U'égalité, ol U'on écrit [a] € G pour exprimer le choix d’un représentant a € (Z/nZ)* par
classe modulo le sous-groupe {1,p,p?, ...,p% 1} :

d-1
l
o= [ a=c0=T]][(x-¢")
ke(Z/nz)* [a]leG 1=0
Chacun des polynémes P, = [[% (X - (pla) € F, estde degré d etils sontau nombre de ¢(n)/d. Il

nous faut montrer que P, € IF,[X] et qu’il estirréductible.

Pour montrer que P, € IFp[X], nous allons montrer qu’il est invariant par Uendomorphisme de
Frobenius, dont les points fixes sont justement les éléments du sous-corps premier [F,. On a que :

QU

-1 -1

Frob,(P,) = (X - ((p‘a)p) = (X - (P‘“a).

1 l

QU

N
1l
1l

(=)

Ce dernier polyndme est bien égal a P,, car x = px est une bijection sur {a, pa, p?a, ..., p% ta}.

Démontrons enfin que P, estirréductible dans [F,,. Si au contraire il étaitirréductible, iladmettrait une
racine dans l'unique extension de degré m < deg(P,) /2 = d/2 de FF,, & savoir F,m. Or une racine de
P, est une racine de ®,,, c’est-a-dire une racine primitive nieme de l'unité, ou encore un élément
d’ordre n dans ]F;m. Si une telle racine existe, par le théoreme de Lagrange, n|p™ — 1 ou encore p™ =

1 (modn). C’est absurde, car cela signifierait que d, Uordre de p dans (Z/nZ)*, serait inférieuram <
d/2 <d. o

Exemple IV.C.11. Le nombre premier p = 7 est d’ordre 3 modulo n = 18 (car 73 = 1 (mod 18) mais
72 %1 (mod18)). On a de plus ¢(n) = ¢(2) ¢(3%) =3(3—1) = 6. Le polyndbme @4, de degré
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¢(18) = 6, se décompose donc en un produitde ¢(18)/3 = 2 polynémes, chacun de degré 3, sur [F,.
On vérifie qu’effectivement,

g =X0—-X3+1=(X3+2)X3+4) (mod7).
Le théoréme suivant donne encore un autre critére d’irréductibilité :

Théoréme IV.C.12. Soit K un corps, P € K[X] un polynéme irréductible, et K c L. une extension. Si
d = deg(P) et m = [I.: K] sont premiers entre eux, alors P estirréductible sur L.

Démonstration. Supposons au contraire que P = QR dans L[X] avec Q irréductible unitaire de degré
q€{1,..,d—1}.Soit L[X]/(Q) = L(a) un corps de rupture de Q. Alors [L(a): L] = q, et [K(a): K] =
d car K(a) est un corps de rupture de P sur K. Si on poser = [L(a): K(a)], par multiplicativité des
degrés, on obtient :

[L(a):L] - [L: K] = [L(a): K(a)] - [K(@): K] = gm = rd.
Comme d Am = 1, on en déduit que d divise q. Or g < d, donc c’est absurde. &

Exemple IV.C.13. Supposons que P est un polyndme de degré 2 qui n’admet pas de racines sur [F,. Il
estdonc irréductible, et par le théoreme il est donc irréductible sur F,» pour tout n impair.

Section IV.D. Théoréme de Weddeburn %

Définition IV.D.1. Un corps gauche est un anneau unitaire D (non nécessairement commutatif) tel
que 1 # 0 et tout élément non nul admet un inverse pour la multiplication (c’est-a-dire

vx € D\ {0}, Jy e D, xy =yx = 1.
Exemple IV.D.2. Un corps est un exemple de corps gauche.

Exemple IV.D.3. Il existe des exemples de corps gauches qui ne sont pas des corps. Un exemple est
donné par ’ensemble des quaternions H. Un quaternion est un nombre de laforme a + bi + ¢4 + d£,
ol les symboles 4, 4, £ sont des « unités imaginaires' » (comme i € C) eta, b, c,d € R sont des réels.
L’addition se fait coefficient par coefficient, et la multiplication est Uunique application R-bilinéaire
telle que :

Q2 =2 =p2 = ijh = —1.

On vérifiera que la multiplication est associative, unitaire, et que tout élément non nul admet un
inverse. Ce corps n’est pas commutatif : par exemple, i = £ = —ji.

Remarque IV.D.4. On peut représenter un quaternion a + bi + ¢4 + d# comme une matrice 2 X 2 a
coefficients complexes (I’addition et la multiplication sont celles des matrices) :

a+bi c+di

a+b¢‘+cj+d/ceH::(_C+di 4 — bi

) € M, (C).

On obtient ainsi un isomorphisme entre H et un sous-anneau de M, (C). Cette représentation fait
écho a la représentation traditionnelle d’un nombre complexe a + bi (a, b € R) sous la forme d’une
matrice réelle 2 X 2 :

4 Le symbole 7 employé ici n’a rien a voir avec la racine cubique de U'unité j = exp(2in/3).
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a —b

a+bi€(C::(b a

)eAwg(mg.

Le théoréme suivant dit que cette situation, celle d’un anneau qui vérifie tous les axiomes d’un corps
mais qui n’est pas commutatif, ne peut pas se produire pour les anneaux finis :

Théoréme IV.D.5 (Weddeburn). Tout corps gauche fini est commutatif.

Démonstration. Soit IK un corps gauche fini. On note son centre Z c K, U'ensemble des éléments qui
commutent avec tous les autres :

Z={a€eK|Vx€eK, ax =xa}.

ILn’est pas difficile de vérifier que Z est un sous-corps (commutatif !) de K. Notons g = p™ le cardinal
de Z = [F,. On vérifie sans peine que KK est un espace vectoriel sur Z, donc pourd = dim; K, on a
|K| = q%. L’objectif sera bien entendu de démontrer que K = Z, c’est-a-dire que d = 1. Supposons
au contraire que d > 1 dans la suite pour arriver a une contradiction.

Le groupe (non-abélien) K* = K\ {0} agit sur lui-méme par conjugaison, c’est-a-dire qu’on pose,
pourg € K*etx € K*:

g-x:=gxg L
Etant donné x € KX, on note son orbite et son « stabilisateur » (on rajoute 'élément nul) par :
w(x)={grg ' €eK*|g €K},  Stab(x):={g€K*|gx=uxg}U{0}.

Pour tout x € K*, le sous-ensemble Stab(x) est un sous-corps de K (non nécessairement
commutatif), et le (vrai) stabilisateur de x sous U'action est Stab(x)*. Comme ci-dessus, pourd, =
dim, Stab(x) < d, on a |Stab(x)| = q%. On obtient donc, d’aprés le rapport habituel entre cardinal de
Uorbite et cardinal du stabilisateur :

q¢—1
q% —1

lw(x)| =

De plus, le groupe Stab(x)* est un sous-groupe de K*, donc leurs ordres se divisent 'un Uautre, c’est-
a-dire g% — 1|g% — 1. Comme q > 2, cela entraine d,|d. En passant aux polyndmes cyclotomiques,
on obtient:

(x| = qt -1 _ [Tkja @ (@) _
q% =1 Tlgja, Pr(@)

O (q).
kld, —(kldy)

Sid, = d, alors biensir |w(x)| = 1. Mais siau contraire d,, < d, c’est-a-dire x € Z, alors ®;(q) divise
d

le nombre entier qd —
q%x-1

D’aprés 'équation des classes, on a:
K| = 12%] + ) [0 ().
X&Z
Cela entraine donc:

q‘ -1

dy —1°
erZq 1

g —-1=q—-1+
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Comme ®,4(q) divise g% — 1 et la somme, il divise aussi g — 1, et en particulier :

|[Py(] <q-—1.

On sait par ailleurs que ®,4(q) = (@ — 1) ... (q - ((p(d)) ou les {; sont les racines primitives diemes de
Punité. Comme d > 1, aucune de ces racines (qui sont de module 1) ne vaut 1, donc pour tout i,
lg — ¢;| > q — 1 (faire un dessin). Cela entraine donc que :

|D4(q)| > (g — )P =g — 1.
Cela contredit Uinégalité précédente. <

Remarque IV.D.6. Il existe des corps gauches de caractéristique non nulle, mais leur construction
dépasse le cadre de ce que 'on a appris jusqu’ici.

Section IV.E. Théorie de Galois des corps finis

La théorie de Galois consiste en 'étude des extensions de corps et de leurs automorphismes via une
correspondance avec un certain groupe de transformations. Avant d’étudier la théorie de Galois en
toute généralité dans le Chapitre V, nous allons commencer par l’étudier dans un cas tres simple,
celui des corps finis. On récapitule ce qui a été vu dans les sections précédentes :

e Tout corps fini a pour cardinal une puissance d’un nombre premier, ¢ = p™.

e Pourchaque g = p", il existe un corps [F, de cardinal g, unique a isomorphisme pres.

e Le corps F, est le corps de décomposition de X7 — X € FF,,[X]. En particulier, pour toutx €
Fg,onax? =x.

e L’application Frob,, : F; - F,, x = x? est un automorphisme de corps. L’ensemble de ses
points fixes est le sous-corps premier ), C F,.

Le résultat d’unicité des corps finis est encore plus fort qu’une simple unicité a isomorphisme pres :
dans n’importe quelle cloture algébrique de Fp, le corps F,; est unique.

Proposition IV.E.1. Soitq = p™ etd = 1 un entier. Soit Fq une cloture algébrique de . Il existe une

unique extension F, c K c Fq de degré d surIF, et elle est égale au corps ]qu =TF_na.

pn
Démonstration. Le corps de décomposition de X9 —x = XP" — X est égala [ a qui est de degré nd

surfF, Fq. Par multiplicativité des degrés, on en déduit que [Iqu: IFq] = d. Réciproquement, si une
extension est de degré d sur I[F; alors elle est de degré nd sur [, et est donc égale a [qu. <

Théoréme IV.E.2. Le groupe des automorphismes de F,, ol q = p™, est cyclique d’ordre n. Il est
engendré par automorphisme de Frobenius Frob]Fq .

Lemme IV.E.3. L’automorphisme de Frobenius de [F),» est d’ordre n.

Démonstration. Soit d ordre de ¢ = Frobmpn . Pour tout x, on a donc ¢%(x) = xP? = x, donc tous les

éléments de [, sont racines de XP" —X. Ce polyndme admet au plus p< racines, donc p¢ > p" =

d > n. Mais par ailleurs ¢™(x) = ((xP)? ...)P = xP" = x9 = x est Uidentité, donc d < n et finalement
d=n. <&

Démontrons maintenant que le groupe engendré par 'automorphisme de Frobenius, qui est cyclique
d’ordre n, contient tous les automorphismes de [F,. Nous aurons besoin de quelques lemmes. Ils sont
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appliqués ici au cas spécifique des corps finis, mais ils seront grandement généralisés dans le
chapitre suivant quand nous travaillerons sur les extensions séparables.

Lemme IV.E.4. Soit K(a) une extension algébrique monogéne d’un corps KK, P = Irrg(a) le polynéme
minimal de a et d le nombre de racines distinctes de P. Soit g: K — K un automorphisme. Il existe
exactement d automorphismes 7: K(a) - K(a) qui prolongent g, c’est-a-dire tels que le diagramme
suivant commute :

K o K(a)
lf lT
K o K(a)

Démonstration. Soit o(P) € K[X] Uimage de P par o appliqué aux coefficients de P . Tout
automorphisme 7 est uniquement déterminé par U'image t(a) = B, qui est une racine de g (P), par la
formule suivante :

T
Xo+ x4+ -+ xpa—a(xy) + a(x)B + - a(x,) ™
Bien entendu, o(P) a autant de racines que P, donc ily a exactement d prolongements. <o
En particulier, le nombre de prolongements est inférieur ou égal au degré [K(a): K] = deg(Irrg(a)).

Lemme IV.E.5. Soit K c LL une extension finie et g: K —» K un automorphisme. Il existe au plus [L: K]
prolongements 7: L. — L de o.

Démonstration. Comme U'extension est finie, on peut écrire L. = K(a4, ..., @,.) avec a; algébrique sur
K, a;,1 € K(aq, ..., @;). On a donc une tour d’extensions :

K c K(a;) € K(ay,a;) € - € K(ay, ..., @) = L.

Pour 0 <i <r, notons K; = K(ay,...,;). L’automorphisme ¢ se prolonge en au plus [KK;: K]
automorphismes de KK;, qui se prolongent eux-mémes chacun en au plus [K,: K, ] automorphismes
de K, , etc. Cela produit en fin de compte au plus [[7Z4[K;;1:K;] = [L: K] prolongements.
Réciproguement, tout prolongement de o en un automorphisme de L se restreint en des
automorphismes de K;, donc il y a bien au total au plus [IL: K] prolongements. <

Si@:F, - F, est un automorphisme, alors pourk € F, € Fy, on a@(k) =k, carp(k) = ¢(1 + -+
1) =¢@)++¢(1)=1+--+1=k.Chaque automorphisme de [F, estdonc un prolongement de
Uidentité. Par ce qui précede, il y a au plus [IFq:IFp] = n prolongements de cet automorphisme. Le
sous-groupe engendré par ’automorphisme de Frobenius, qui est de cardinal n, contient donc tous
les automorphismes de . <o

Le groupe des automorphismes de [F,» est donc cyclique d’ordre n. Ses sous-groupes sont donc des
groupes cycliques d’ordre m avec m|n. Le «miroir» de ce résultat par la théorie de Galois est le
théoreme suivant:

Théoréme IV.E.6. Soit p un nombre premier et m,n > 1 des entiers. Dans une cléture algébrique de
F,, le corps [F,m est contenu dans [F)» si et seulement si m divise n. Dans ce cas, le groupe des
automorphismes de F,n qui se restreignent en Uidentité sur F,m est cyclique d’ordre n/m, et est
engendré par Frobﬂln .

Exercice IV.E.7. Démontrer ce théoréme ; il n’y a pas de difficultés particulieres en utilisant ce qu’on
a déjavu.
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Exemple IV.E.8. L’extension ]Fp12 contient six sous-extensions: IFp, Isz, IFps, ]Fp4, IFps, et IFpu lui-

méme. Pour d|12, la sous-extension a4 est 'ensemble des points fixes de Frob% ., - Ces sous-
14

extensions correspondentaux sous-groupes de Z/127Z, qui est le groupe des automorphismes de ;12
—engendré par "automorphisme de Frobenius.

Les diagrammes suivants résume comment ces extensions sont reliées et comment elles
correspondent aux sous-groupes de Aut(IFpn) =7Z/127:

e

s ™\ e ™

.\( IFps )} —l\l [Fpa )
(R ) ~-(F2) ~(F) ~(Fpe
21122 Ziez) @i3z) zi1z

Z|AZ Z[27Z
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Chapitre V. ELEMENTS DE THEORIE DE GALOIS

« La symétrie, c’est 'ennui. »

Victor Hugo, Les Misérables

Dans ce chapitre, nous allons généraliser ’observation de la fin du chapitre précédent : les sous-
extensions de [, C [F,» correspondent aux sous-groupes du groupe des automorphismes de Fyn.
Nous allons nous concentrer sur les extensions finies ; le cas des extensions infinies est plus délicat.

Section V.A. Extensions normales

On aremarqué que parfois, si L est le corps de rupture d’un polyndme P € K[X], il est possible que P
ne soit pas scindé dans L. C’est par exemple le cas de P = X3 — 2 € Q[X] : dans le corps de rupture

Q(i/f), le polynébme P n’est pas scindé car il « manque » toujours des racines (a savoirji/f etji/f).

Définition V.A.1. Une extension K c L est normale si tout polynéme irréductible de IK[X] qui admet
une racine dans LL est scindé dans L[ X].

Exemple V.A.2. Soit@ = /2. L’extension Q c Q(a) n’est pas normale. En effet, X3 — 2y admet une
racine, mais il n’est pas scindé. On peut le factoriser comme (X — a)(X? + aX + a?), et X? + aX +
a? n’admet pas de racine réelle (et donc certainement pas dans Q(«)), donc il est irréductible pour
des raisons de degré. Le théoreme suivant implique que Q Q(j, i/i), le corps de décomposition de
X3 — 2 € Q[X], est une extension normale.

Théoréme V.A.3. Une extension de corps K c L est finie et normale si et seulement si L est le corps
de décomposition d’un polynéme de K[X].

Démonstration. Supposons d’abord que K c LL est normale. Comme [L: K] = r < o0, on peut choisir
une base (xq,..,x4) de L comme K -espace vectoriel. L’extension étant normale, chacun des
polyndmes minimaux P; = Irrg(x;) est scindé dans L, donc le polynédme Q = P, ... B. Uest aussi.
Comme L est engendré par les x; qui sont des racines de @, c’est donc bien le corps de
décomposition de Q.

Réciproquement, supposons que L. = Dk (Q) pour un certain polynéme Q € K[X]. Etant donné un
polyndme irréductible P € K[X] qui admet une racine x € L., on cherche & montrer qu’il est scindé
dans L. Soit M = D (P) le corps de décomposition de P sur L. ILsuffitde montrer que siy € M estune
autreracinede P alors y € L.

Chacun des corps K(x) et K(y) est un corps de rupture de P sur KK, donc il existe un K-isomorphisme
0:K(x) » K(y). De plus, L = L(x) est un corps de décomposition de Q sur K(x). L’extension

composée K(x) 5 K(y) — L(y) est un (autre) corps de décomposition de Q sur K(x), donc il existe
un K(x)-isomorphisme 7: L.(x) - L(y) etdonc::

[L: K(x)] = [L(x): K(x)] = [L(y): K(x)].
Par multiplicativité du degré, on a donc [LL: K] = [L(y): K] et donc L. = L(y), c’est-a-dire y € L. &

Corollaire V.A.4. Une extension K c IL estnormale si et seulementsi LL est le corps de décomposition
d’une famille (non nécessairement finie) de polynémes de K.
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Remarque V.A.5. Si K ¢ M est une extension normale et si K c I. € M est une sous-extension, alors
. € M est normale (car c’est aussi un corps de décomposition sur IL). En revanche, K c L. n’est pas
nécessairement normale.

Remarque V.A.6. La composée de deux extensions normales n’est pas toujours normale: par
exemple, Q c Q(\/E) est normale et Q(\/E) c Q(W) lest aussi, mais Q c Q(W) n’est pas

normale.

Corollaire V.A.7. Soit K c L une extension finie et K une cloture algébrique de K. Alors U'extension
K c L est normale si et seulement si tous les K-morphismes . —» K ont la méme image.

Démonstration. Si Uextension K c L est normale, alors I. = Dk (P) est le corps de décomposition de
P € K[X]. Sio: L » K est un K-morphisme, Uimage o(LL) est engendrée par les racines de P dans K
et ne dépend donc pas de o.

Réciproquement, supposons que tous les morphismes o: L - K ont la méme image, disons im(c) =
L’ c K. Supposons que Q € K[X] estirréductible etadmetuneracine x € L, et démontrons que Q est
scindé dans LL. Pour cela, il suffit de démontrer que toute racine y € K de Q dans la cloture algébrique
appartient a IL’. Or, chacun des corps K(x) c L et K(y) c K sont des corps de rupture de Q. Ils sont
donc K-isomorphes via 7: K(x) —» K(y). D’aprés la Proposition 111.B.39, le K-morphisme 7: K(x) —
K(y) —» K s’étend en un K-morphisme 7:I. - K. Par hypothése, l'image de T est L' ; mais y
appartient a 'image de 7 et donc a fortiori a 'image de 7, donc y € ', comme escompté. <o

Corollaire V.A.8. Soit K C LL une extension normale finie. Tout automorphisme de K se prolonge en
un automorphisme de L.

Démonstration. Soit g: K — K un automorphisme et soit . ¢ L la cléture algébrique de L. D’aprés la

Proposition 111.B.39, le morphisme ]Ki K < L & L se prolonge en un morphisme ¢’: L. - L. D’aprés
le corollaire précédent, 'image de ¢’ ala mémeimage que K & L, qui est bien sir L. Donc ¢’ est bien
un automorphisme du corps L. <o

Proposition/Définition V.A.9. Soit K c L une extension finie et L la cloture algébrique de L.
L’ensemble des extensions L. ¢ M c L telles que K € M est normale est non vide et contient un
élément minimal qui est une extension finie de K. On U'appelle la cl6ture normale de I dans L.

Démonstration. Soit (x4, ..., X,-) une base de IL. vu comme espace vectoriel sur K. Soit P; = Irrg(x;) €
K[X] le polynéme minimal de x; et enfin soit M le corps engendré les racines de P; ... P, dans LL. C’est
le corps de décomposition de @ = P; ... B, donc Uextension K c M est bien normale. De plus, toute
extension normale content L contient une racine de P; (& savoir x;), donc P; doit y étre scindé, et
Uextension doit donc contenir toutes les racines de P;, donc doit contenir le corps M. <

Exemple V.A.10. La cloture normale de Q(\/z) dans C est Q(\/E,j).

Section V.B. Extensions séparables

Dans cette section, nous allons étudier un phénomeéne lié aux racines multiples et propre a la
caractéristique non nulle.

8 V.B(a) Polynbmes séparables

Définition V.B.1. Soit K un corps. Un polynéme P € K[X] est dit séparable sitoutes ses racines dans
son corps de décomposition sont simples. Dans le cas contraire, P est dit inséparable.
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Lemme V.B.2. Un polyndme P est séparable si et seulementsi P A P’ = 1 (c’est-a-dire P et sa dérivée
sont premiers entre eux).

Démonstration. Le PGCD de P et P’ est le méme dans K[X] ou dans D [X]. Dans Dk[X], on peut
décomposer P = [[;(X — a;) en produit de facteurs linéaires. Si P est séparable, toutes les racines q;
sont simples et donc aucune n’est racine de P’, donc aucun des facteurs irréductibles de P n’est
facteur de P'. Si au contraire P est inséparable, alors au moins 'une des racines qa; est également
racine de P’ et X — a; est un facteur commun de P et P'. &

Corollaire V.B.3. Un polyndme irréductible P est séparable si et seulement si P’ # 0.

Démonstration. Clairement, si P’ = 0 alors P est inséparable car toutes les racines de P sont racines
de P'. Si au contraire P’ # 0, et si P et P’ n’étaient pas premiers entre eux, alors on P devrait diviser
P’, ce quin’est pas possible car deg(P') < deg(P). &

Corollaire V.B.4. Un polyndme irréductible P € K[X] estinséparable si et seulement si car(K) = p >
0 et P € K[XP], c’est-a-dire le kieme coefficient de P est nul si p ne divise pas k.

Démonstration. Si on écrit P = ag + a;X + --a,X" alors P’ = a; + 2a,X + ---+ na, X" 1. Pour que
ce polynéme soit nul, il faut que a; = 0sik # 0 dans K. Si car(K) = 0, cela entraine que P = a, qui
est séparable. Si car(K) = p > 0 alors il faut que a; = 0 si p ne divise pas k. <o

Remarque V.B.5. En particulier, les polyndmes irréductibles sont toujours séparables en
caracteéristique nulle.

Proposition V.B.6. Soit K un corps de caractéristiquep > 0 eta € K un élément qui n’est pas une
puissance pieme (Ay, y? = a). Le polyndme P = XP — a estirréductible et inséparable.

Démonstration. Soit x une racine de P dans Dk (P), c’est-a-dire xP = a (en particulier, x ¢ K). On a
alors, dans le corps de décomposition :

P=XP—a=XP—xP =(X—x)P.

En particulier P est inséparable car x est une racine multiple. Supposons maintenant que Q € K[X]
est un facteur irréductible unitaire de P dans K[X]. Dans le corps de rupture, on doit avoir Q =
(X —x)%pourd < p.Commex & K, onad > 2, donc Q est inséparable et d est un multiple de p, ce
qui entraine que d = p et le polyndme P est irréductible. <o

Proposition V.B.7. Soit P € K[X] un polyn6me irréductible unitaire de degré > 2 qui n’a qu’une seule
racine dans son corps de décomposition. Alors car(K) = p > 0 etil existe un élément a € K qui n’est
pas une puissance pieme etun entierm > 1telque P = X" —a.

Démonstration. Dans le corps de décomposition, on a P = (X — a)? avec a unique racine etd =
deg(P) = 2. En particulier, P est inséparable, donc la caractéristique de K n’est pas nulle et d est
divisible par p. Ecrivons d = p™k avec pAk =1. Grace & la «formule magique», on a P =

m m k
(XP™ — aP™)" etil nous suffit de montrer que k = 1.

m k m
Soit @ = (X —aP™)" tel que P = Q(XP™). Comme P est irréductible, Q est irréductible aussi. Si k
n’était pas égal a 1, le polyndme Q serait donc inséparable et donc son degré k = deg(Q) serait

divisible par p, ce qui est contradictoire. Onadonck = 1etP = X" — qP™, <
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§ V.B(b) Corps parfaits

Définition V.B.8. Un corps K est parfait si tout polyndme irréductible de K[X] est séparable.
Théoréme V.B.9. Un corps K est parfait si et seulement si 'une des deux conditions suivantes est
vérifiée :

e Lacaractéristique de K est nulle ; ou bien:
e La caractéristique de K vaut p > 0 et tous les éléments de KK sont des puissances piémes,
c’est-a-dire KP = K.

Démonstration. Le cas ol car(K) = 0 est clair d’aprés les résultats de la section précédente.
Supposons donc que car(KK) = p > 0. D’apreés la section précédente, si K # KP, alors poura € K\
KP le polynébme P = XP —a est irréductible et inséparable. Supposons donc que K= K? et
démontrons qu’alors K est parfait.

Supposons que P € K[X] estirréductible et inséparable. Par ce qui précéde, on peut écrire :
P=ag+a; XP + a,X?? + -+ aq X*P.

Par ’hypothése K = IKP, Chacun des coefficients de P est une puissance pieme, disons a; = bip. On

aalors:
P =b{ + bYXP + bYX?P + ... 4 pP x*P
= (bo + b1X + b2X2 + -+ kak)p.
Le polynbme P n’est donc finalement pas irréductible, ce qui est contradictoire. <o

Définition V.B.10. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Le corps est parfait si et seulement si son
morphisme de Frobenius Froby : x = xP est bijectif ; on note alors x = x'/? son inverse.

Corollaire V.B.11. Tout corps fini est parfait.
Corollaire V.B.12. Tout corps algébriquement clos est parfait.

Démonstration. Si K est algébriquement clos et de caractéristique p > 0, étant donné a € K
qguelconque, XP — a admet une racine b dans IK, donc a = b? est bien une puissance pieéme. <

Exemple V.B.13. Le corps F,(X) n’est pas parfait. Par exemple, le polyndme Y? — X € [F,(X)[Y] est
irréductible et inséparable. L’élément X € IFp(X) n’est pas une puissance pieme.

Exercice V.B.14. Soit IK un corps de caractéristiquep > O0eta € K\ KP.

e Démontrer que XP™ — g estirréductible et inséparable pour toutm > 1.
e Endéduire que si K c IL est une extension finie et que L est parfait, alors K est parfait.

Remarque V.B.15. Un sous-corps d’un corps parfait n’est pas toujours parfait. Par exemple, [, (X)
est contenu dans sa cléture algébrique qui est parfaite.

8 V.B(c) Extensions séparables

Définition V.B.16. Soit K c IL une extension de corps et a € L un élément algébrique sur K. On dit
que a est séparable sur K si son polyndme minimal Irrk(a) est séparable.

Définition V.B.17. Une extension K c IL est séparable si tout élément de L. est séparable sur K.
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Remarque V.B.18. Une extension séparable est donc algébrique. Si car(IK) =0, toutes ses
extensions algébriques sont séparables.

Proposition V.B.19. Un corps K est parfait si et seulement si toutes ses extensions algébriques sont
séparables.

Démonstration. Si K est parfait et I est une extension algébrique, le polyndme minimal de n’importe
quel élément a € L est irréductible et donc séparable (car K est parfait). Réciproquement,
supposons que toute extension algébrique de K est séparable. Supposons que car(K) =p > 0 (le
cas de la caractéristique nulle est évident) et soit a € K. Si a n’était pas une puissance pieme, alors
le polynbme P = XP — a serait irréductible et inséparable. Mais dans le corps de rupture K(«) de P,
qui est une extension algébrique de K, le polynbme minimal de a est P qui est inséparable, une
contradiction. <

Soit 0: K -» K(a) une extension algébrigue monogéne et 1: K - Q une extension algébriquement
close de K. On a vu (Proposition 111.B.39) qu’il existe un prolongement t: K(a) — K de o, c’est-a-dire
un morphisme tel que T o 0 = (, et que le nombre de prolongements possibles est égal au nombre de
racines distinctes du polyndme minimal Irrg (a).

Plus généralement, on obtient (simplement en se servant du fait que deux clétures algébriques de K
sont K-isomorphes) :

Proposition/Définition V.B.20. Soit ¢: K — IL une extension et () une extension algébriquement close
de K. Le nombre de prolongements 7: . - Q de ¢ ne dépend pas de . On note ce nombre [L: K], et
on lappelle le degré séparable de 'extension.

Exemple V.B.21. Le degré séparable de Uextension Rc C vaut [C:R]; =2 . Les deux
prolongements possibles 7:C —» R = C sont lidentité et la conjugaison complexe, caractérisés
respectivement par 7(i) = i et (i) = —i et étendus en R-morphismes.

Exemple V.B.22. Soit Q(a) le corps de rupture de X3 — 2 (c’est-a-dire a® = 2). Le degré séparable
[Q(a): Q] vaut 3 et les trois prolongements possibles 7: Q(a) » Q  C sont respectivement
caractérisés par 7(a) = V2, t(a) = jV2 et t(a) = j?3/2 (ot j = exp(2im/3) est une racine cubique
primitive de Uunité).

On remarque que dans chacun de ces deux cas, le degré séparable est égal au degré de 'extension.
Ce n’est pas toujours le cas :

Exemple V.B.23. Soit p un nombre premier, L = IFp(X) le corps des fractions rationnelles a
coefficients dans [F),, et K = L? = [F,,(XP) le sous-corps des fractions qui ne font intervenir que les
puissances de X de la forme XP¥. Alors le degré séparable [IFp(X):IFp(X”)]S vaut 1. En effet, soit
1: F,(XP) — L une cloture algébrique et 7: F, (X) - m un prolongement de o: F,(X?) - F,(X),
alors on doit avoir 7(X) = t((X?)¥/?) = t(XP)1/P = ¢(XP)¥/? (le morphisme de Frobenius est injectif)

et donc t est uniquement déterminé.

Mais bien sdr, [IFp(X): IF‘p(Xp)] n’est pas égal a 1, car les deux corps sont différents, donc le degré
séparable n’est pas égal au degré de 'extension. En fait, on a [IF,,(X): IFp(X”)] =p = 2 etunebasede
F,(X) comme FF,,(XP)-espace vectoriel est donnée par {1, X, ..., XP~'}.

Théoréme V.B.24. Soit K c L. une extension finie de corps. Alors [L: K], < [L: K] et U'égalité est
atteinte si et seulement si Uextension est séparable.
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Lemme V.B.25. Le degré séparable est multiplicatif : si K € . ¢ M est une suite d’extensions de
corps,

[M: K], = [M: L], - [L: K].

Démonstration. Soit Q) = M, soitm = [M: L], et soitn = [L: K],. Il y an prolongements gy, ... 0,,: L. >
QA de KcLcMcQ, et chacun de ces prolongements g; se prolonge en m morphismes
Ti1, -, Tim: M = Q, ce qui produit nm prolongements distincts. Réciproquement, tout prolongement
7: M - Q de K c Q fait partie de cette liste (car il se restreint d’abord un un prolongement 7| : L - Q
qui est Uun des o;). <

Démonstration du théoréme. Comme 'extension est finie, on peut écrire . comme Uextension finale
d’une suite d’extensions monogeénes, avec K;,; = K;(«;) :

K:K()CKlC"'CKr:]L.

Par multiplicativité, il suffit donc de démontrer Uinégalité pour les extensions monogenes. D’apres la
Proposition 111.B.39, le nombre de prolongements K;,; = Q d’un morphisme K; — ( (ou Q est
algébriquement clos) est égal au nombre de racines distinctes du polyndme minimal P; € K;[X] de a;.
Le nombre de racines distinctes, qui vaut donc [K;,: K;]s estinférieur ou égal a deg(P;) = [K;;,: K;],
et 'égalité est atteinte si et seulement si a; € K;,, est séparable sur K;. Cela montre donc déja
Uinégalité.

Sil’extension K c L est séparable alors chaque a; est séparable sur K et donc a fortiori séparable sur
K; (car son polynéme minimal sur K; divise son polyndme minimal sur [K) donc on a bien U’égalité a
chaque étape. Réciproquement, si [L: K], = [IL: K], montrons que tout x € I est séparable. On a
montré que [L: K(x)]s < [L: K(x)] et [K(x): K] < [K(x): K]. Par multiplicativité, ces deux inégalités
sont en fait des égalités, en particulier [K(x): K], = [KK(x): K] et donc toutes les racines du polynéme
minimal de x sont distinctes et x est séparable sur K. <o

Corollaire V.B.26. Si . = K(x4,...,x,) avec les x; séparables sur K, alors Uextension K c L est
séparable.

Théoreme V.B.27. Soit K c . € M une suite d’extensions de corps. Si K c L est séparable et six €
M est séparable sur L, alors x est séparable sur K.

Démonstration. Soit P = ay + a; X + --- + a,X™ € L[X] le polynbme minimal de x sur LL et soit . =
K(ag, ...,a,). Lextension I’ est séparable et finie sur K, donc [L: K], = [L": K]. De plus, x est
séparable sur I, donc [L'(x): L']y = [L'(x): L']. Par multiplicativité, on en déduit que [L'(x): K] =
[L'(x): K], donc Uextension I’ (x) est séparable sur K et donc finalement x est séparablesurK. <

Corollaire V.B.28. Soit K c . € M une suite d’extensions de corps. L’extension K ¢ M est séparable
si et seulementsiK c L et . ¢ M sont séparables.

Corollaire/Définition V.B.29. Soit K c L une extension de corps. L’ensemble suivant forme un sous-
corps de IL qui est une extension séparable de K :

L' = {x € L | x est séparable sur K }.

On Vappelle la cloture séparable de IK dans L. La cléture séparable de K dans sa cloture algébrique
K s’appelle la cléture séparable de K. Elle est notée K.
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Démonstration. Si x,y sont des éléments de L (y # 0) qui sont séparables sur KK, Uextension K(x, y)
est séparable et donc x — y et x/y sont séparables sur K. L’ensemble I’ est donc un sous-corps de
LL. ILest clair gu’elle est séparable sur K. <o

Remarque V.B.30. Un corps K est parfait si et seulement si K = K°. Tout élément de K \ K° est
inséparable sur K® et donc sur K.

Remarque V.B.31. Une extension séparable de K° est nécessairement triviale.

Section V.C. Théoreme de l’élément primitif

Dans cette section, nous allons tenter de détecter quand une extension d’un corps K est monogene,
c’est-a-dire de la forme K(a), engendrée par un seul élément a (appelé élément primitif).

Exemple V.C.1. Est-ce que L = Q(W,j), le corps de décomposition de X3 — 2 € Q[X], est une
extension monogéne de Q ? La réponse est oui! On a L = Q(a) avec a = i/f+j. Il est clair que
Q(a) c L. Réciproquement, on doit montrer que V2 et j appartiennent 8 Q(a). Un long calcul (ou la
fonction ToNumberField de Mathematica...) donne:

202 2a® a* 2a°

3
V2=2ta-—aomt ot

Exemple V.C.2. Soit . = F,,(X,Y) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans [F,,, et soit
K =ILP = F,(X?,YP) le sous-corps engendré par X? et YP . Est-ce que lextension K c L est
monogene ?

La réponse est non. L’extension K c L. est finie et son degré vaut [L: K] = p? (une base est
i, iP—1 . . . . . .
{X‘Yf}szo). Cependant, si Q € L \ Kest une fraction rationnelle, sa puissance pieme Q? appartient

a K d’aprés laformule magique, donc le polynéme minimalde Q sur K, Irrg(Q) € K[T] estun diviseur
de T? — QP € K[T]. Son degré [K(Q): K] = deg(Irrk(Q)) est donc < p, et par suite K(Q) # L, quel
que soit Q € L. L’extension L n’est donc pas monogéene : il faut au moins deux générateurs pour
’engendrer.

Le critére suivant raméne U'étude de la recherche d’un générateur (un élément « primitif») a une
question sur la séparabilité de U’extension.

Théoréme V.C.3 (de ’élément primitif). Soit K c IL une extension finie de corps. Si on peut écrire
L = K(a, B4, ..., B,,) avec les B; séparables sur K, alors il existe y € Ltel que L. = K(y).

Corollaire V.C.4. Toute extension finie et séparable est monogene.
Corollaire V.C.5. Si un corps est parfait alors toutes ses extensions finies sont monogenes.

Remarque V.C.6. Méme si on sait qu’une extension est monogene, trouver un élément primitif, ou
Uensemble de ses éléments primitifs, n’est pas toujours facile. Par exemple dans F;,s =
Fi,[X1/(X3 + X + 14), élément a = [X] est primitif, mais a? + 7a + 6 est également primitif. Il
fallait le deviner!

Démonstration du théoréme. Si KK est fini, alors LL aussi et son groupe des unités .* est cyclique. Siy
engendre IL* alors on a bien . = K(y). On peut donc supposer K infini. Par récurrence, il suffit de
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traiter le casn = 1 et on peut supposer que L. = K(a, B) avec y séparable sur K. Notons P = Irrg(a)
et Q = Irrg(a). Dans la cléture algébrique L, on a:

p=ﬁ(x—ai), Q=1i[(X—ﬁj)-
i=1 j=1

Quitte a échanger les racines, a; = a et f; = 8. De plus, § étant séparable, les racines f8; sont deux
a deux distinctes. L’idée est de chercher U'élément primitif y sous la forme a + uf avec u € K.
Comme K est infini, il existe un élémentu € Ktel que:

a—a;

B =B

Vi>1Vj>2 u#

Soity = a + uff. On trouve donc:
Py—uB)=P(@) =0, Vj=2,P(y—up;)#0.

Le PGCD des polynémes P(y — uX) et Q dans la cloture algébrique est donc X — 3, car 8 est leur
unique racine commune et § étant séparable, c’est une racine simple de son polyn6me minimal. Mais
le PGCD ne dépend pas de U'extension, et les deux polynémes sont a coefficients dans K(y), donc
leur PGCD est aussi a coefficients dans K(y) et donc 8 € K(y). On obtient donc par suitea =y —
up € K(y) et donc finalement K(a, B) = K(y). &

Le résultat suivant est bien utile :

Théoréme V.C.7. Soit K c L. une extension finie. L’extension est monogeéne si et seulement s’il
n’existe qu’un nombre fini de corps intermédiaires entre K et L.

Demonstration. Si K estfini, alors il est parfait donc toutes ses extensions finies (en particulier IL) sont
monogenes. De plus L est lui-méme un corps fini donc il n’a qu’un nombre fini de sous-corps (et a
fortiori de sous-corps contenant KK). On peut donc supposer que K est infini (et donc L aussi).

Supposons pour commencer que L = K(a) est monogéne. Soit P = Irrg(a) € K[X] le polyn6me
minimal de a sur K. Si M est un corps intermédiaire entre K et I, alors le polyndme minimal Py, =
Irry (@) € M[X] de a sur M divise (dans M[X] et a fortiori dans L[ X]) le polynéme P. Or 'anneau L[X]
est factoriel, donc P n’a qu’un nombre fini de diviseurs unitaires. On obtient ainsi une application :

: {corps intermédiaires K c --- ¢ L} - {diviseurs unitaires de P dans L[X]},
M - Py = Irry ().

ILsuffit de montrer que cette application est injective. Or, on peut reconstruire M a partir de Py (c’est-
a-dire définir une rétraction de ¥ qui est donc injective). En effet, si on note M' c M la sous-K-
extension de IL engendrée par les coefficients de Py, alors Py est irréductible dans M'[X] donc ¢’est
le polyndme minimal de a sur M'. On en déduit donc que :

[L: M] = [M(a): M] = deg(Py) = [M'(a): M'] = [L: M'].
Comme M c M’, on en déduit que M = M’ par multiplicativité du degré.

Démontrons maintenant la réciproque du théoréme. Supposons que IK c L. n’admet qu’un nombre
fini de corps intermédiaires. Comme Uextension est finie, on peut écrire L = K(ay, ..., a,) et par
récurrence on voit qu’il suffit de traiter le cas n = 2, c’est-a-dire L. = K(a, 8). Par le principe des
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tiroirs, comme K est infini mais que IL n’a gu’un nombre fini de sous-extensions, il existe deux
élémentsu # v € Ktels que K(a + up) = K(a + vp).

Or, on peut réécrire a et § de la fagon suivante :

'B=(cx+v,8)—(a+u,8)

v—u

a = (a+uB)—up.

Cela démontre donc que a, 8 € K(a + uB) = K(a + vB) et donc finalement que L. = K(a + uf) est
bien monogene. o

Section V.D. Correspondance de Galois
§V.D(a) Groupe de Galois

On arrive maintenant a la définition fondamentale de ce chapitre. Rappelons que si K c L, " sontdes
extensions de corps, on dit qu’un (iso)morphisme o: . - L.’ est un K-(iso)morphisme si la restriction
0|k de o a K est U'identité. On dit que c’est un K-endomorphisme/automorphisme si L. = I.'. On aura
quelquefois besoin de la notation suivante :

Définition V.D.1. Soit K c IL,I' deux K -extensions. On note Homg(L,L") Uensemble des K -
morphismes L. —» L'. On note de plus Endk (L) = Homg(IL, ) U'ensemble des endomorphismes et
enfin Autkg(LL) € Endg(IL) Uensemble des automorphismes.

Définition V.D.2. Soit K c IL une extension de corps. Le groupe de Galois de Uextension, noté
Gal(L/K), est le groupe Autk(LL) des K-automorphismes de L.

Exemple V.D.3. Soit g € Gal(C/R). Une base de C sur R étant donnée par {1, i}, 'automorphisme ¢
est entiérement déterminé par o(i). Comme ¢(i)? = 0(i?) = 0(—=1) = —1, ona (i) = +i. Le groupe
de Galois a donc deux éléments : Uidentité (caractérisée par o(i) = i) et la conjugaison complexe
(caractérisée par o(i) = —i). On remarque que :

[C:R] = 2 = |Gal(C/R)!.

Exemple V.D.4. Soit o € Gal(Q(¥/2)/Q). Comme précédemment, o est déterminé par o(3/2).

3
Commeona a(i/f) = 2 etque laseule racine de X3 — 2 dans le corps Q(i/f) est /2, c’est que o est
Uidentité. Le groupe de Galois de l’extension est donc trivial :

|Gal(@(V2)/@)| = 1 < [@(V2): @]
Exercice V.D.5. Déterminer Gal(Q(\/g, \/f)/@) et Gal(R/Q).

Exemple V.D.6. Soit . = F,(X) et K = [F,(XP). On rappelle que [L: K] = p avec une base donnée par
{1,X,...,.XP "} et que [L: K], = 1. Si o € Gal(L/K), et si: L & L est le plongement dans la cléture
algébrique, alors (o g est un prolongement de K c L ¢ L. Comme le degré séparable vaut 1, ce
prolongement est unique, donc o est l'identité etona:

|Gal(L/K)| = 1 = [L: K] < [L: K].
Ces (in)égalités sont des faits généraux, comme indiqué par le théoréme suivant :
Théoréme V.D.7. Soit K c IL une extension finie. On a la suite d’inégalités suivante :

|Gal(L/K)| < [L: K], < [L: K].
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De plus, la premiére égalité est atteinte si et seulement 'extension est normale. La seconde égalité
est atteinte si et seulement ’extension est séparable.

Démonstration. La seconde inégalité, et le cas d’égalité correspondant, sont exactement le contenu
du Théoreme IV.C.1. Nous devons seulement démontrer la premiére inégalité et le cas d’égalité.

Soit LL la cloture algébrique de L. Par définition, [L: K], est le cardinal de Homg (L, L). Le groupe de
Galois G = Gal(IL/K) agit & droite sur Homg(LL, L) par pré-composition :

Vg€ G, Vo€Homg(LL), o0-g:=00g€Homg(L Q).

Cette action est libre : sio o g = 0, comme o est injectif (c’est un morphisme de corps) on doit avoir
g = idy, . Cela montre donc que |G| < [L: K]. L’égalité est atteinte si et seulement si Uaction est
transitive. Le contenu du lemme suivant nous indique quand cela se produit :

Lemme V.D.8. L’action de G sur Homg(IL, L) est transitive si et seulement si tous les éléments de
Homg (L, L) ont la méme image dans L.

Démonstration. Supposons pour commencer que U'action est transitive et soit g,¢0' € Homg(L, Q).
Par transitivité, il existe g € G telque g’ =0+ g = g o g. Comme g est un automorphisme, il est clair
que im(¢’) = im(o).

Réciproquement, supposons que tous les éléments de Homg(IL, ) ont la méme image. Soita, o’ €
Homg(IL, Q) deux morphismes, qui vérifient donc o(LL) = ¢'(IL.) = M. On cherche g: L. — L tel que
o'=00g. Or, 0:L > M = ¢(L) est un K-isomorphisme, dont on note Uinverse :M - L. La
composée g =T o ¢’ est bien définie (car ¢'(IL.) = M aussi), c’est un K-automorphisme de L, et il
vérifie bieno’ =g o g. o

Démonstration du théoréme. Il suffit désormais d’invoquer le Corollaire V.A.7 pour conclure la
démonstration du théoreme. <

Remarque V.D.9. On peut en faitdémontrer que |Gal(IL/K)| divise [LL: K]. La démonstration dépasse
légerement le cadre de ce cours.

Remarque V.D.10. Calculer le groupe de Galois d’une extension n’est pas toujours facile. Par
exemple, Gal(Q/Q) est un objet assez mystérieux !
8§ V.D(b) Extensions galoisiennes

Définition V.D.11. Une extension K c L. est dite galoisienne si elle est normale et séparable.

D’aprés le théoreme précédent, une extension finie est galoisienne si et seulement si l'ordre de son
groupe de Galois est égal a son degré.

Remarque V.D.12. Si K c L. ¢ M est une suite d’extensions de corps et que K c M est galoisienne,
alors . ¢ M est aussi galoisienne. De plus, Gal(M/LL) est un sous-groupe de Gal(M/IK), car si un
automorphisme est trivial sur L, il est a fortiori sur K. En revanche, il est possible que K c L ne soit
pas galoisienne : elle est toujours séparable, mais peut ne pas étre normale.

Remarque V.D.13. Par le théoréme de Uélément primitif, une extension finie galoisienne est
monogene.

Le théoréme suivant est analogue au Théoreme V.A.3:
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Théoréme V.D.14. Soit K c L une extension finie. Elle est galoisienne si et seulement si LL est le corps
de décomposition d’un polynéme séparable de K[X].

Démonstration. Si . = Dk(Q) avec Q séparable, alors 'extension est normale par le Théoréme V.A.3.
Elle est de plus engendrée par les racines de Q qui sont séparables, donc elle est elle-méme
séparable.

Réciproguement, supposons K c L galoisienne. Comme elle est finie, on peut écrire L =
K(aq, ..., a,). Soit P; = Irrg(a;) le polyndme minimal de a; sur K. Comme 'extension est galoisienne,
chacun des P; est scindé a racines simples dans L. Leur PPCM, Q = P, V ...V B, est donc également
scindé a racines simples (donc séparable), et IL est le corps de décomposition de Q. <

Etant donnée une extension finie galoisienne K c L de groupe de Galois G, onal = D (P)avecP €
K[X] séparable. Si n = deg(P), le polyndme P a n racines distinctes et chaque élément de G les
permute. On peut donc identifier G avec un sous-groupe du groupe symétrique S,,.

Exercice V.D.15. Démontrer que Q < Q(3/2,j) est galoisienne et que Gal(Q(V2,j)/Q) est
isomorphe a S;. En déduire que Q(S\/Zj) = Q(i/f +j) et calculer le polyndme minimal de 3/2 +j.

Exercice V.D.16. Démontrer que Q C Q(\/E,\/g) est galoisienne. Trouver un élément primitif a et
calculer son polynéme minimal P. Est-ce que le groupe de Galois estisomorphe a Syeg(p) ?

Proposition V.D.17. Soit K c L une extension finie normale et P € K[X] un polyn6me (de degré > 1)
séparable et scindé dans IL. L’action de Gal(IL/K) est transitive sur 'ensemble des racines de P dans
LL si et seulement si P est irréductible dans K[ X].

Démonstration. Supposons d’abord que P = QR est réductible dans K[X], avec deg(Q) =1 et
deg(R) = 1. Comme P est séparable, les racines de Q et les racines de R sont disjointes. Or, un
élément du groupe de Galois envoie une racine de Q sur une racine de Q, et une racine de R sur une
racine de R. L’action ne peut donc pas étre transitive.

Supposons au contraire que P est irréductible dans K[X]. Soient a, 8 € L. des racines de P ; on
cherche un élément o € Gal(LL/K) tel que o(a) = 8. Chacun des corps K(a), K(8) c L sont des
corps de rupture de P. Par unicité du corps de rupture, il existe donc un K-isomorphisme 7: K(a) -
K(B) telque t(a) = B.

Comme K c L est finie et normale, il existe un polynéme F € K[X] tel que L = Dg(F) (Théoréme
V.A.3). Les extensions K(a) — Let K(a) 5 K(B) — L sont donc deux corps de décomposition de F
sur K(a). Encore par unicité, il existe donc un K(a)-isomorphisme ¢: L — L, c’est-a-dire qu’il vérifie
Olk@) = GlK(ﬁ) o 7. C’est en particulier un K-isomorphisme (car T en est un), c’est-a-dire un élément
du groupe de Galois, et il envoie a sur f comme escompté. <o

8 V.D(c) Théoreme principal

Nous arrivons maintenant au résultat principal de cette section. Si K c IL est une extension finie
galoisienne, alors d’apres le Théoréme V.C.7 elle n’admet qu’un nombre fini d’extensions
intermédiaires. La correspondance de Galois donne un moyen concret de trouver toutes ces
extensions. Avant de ’énoncer, commengons par une définition :
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Définition V.D.18. Soit K c L une extension et H < Gal(IL/K) un sous-groupe du groupe de Galois de
’extension. Le corps fixe de H est la sous-K-extension' de IL définie par :

L :={x€elL|Vo€H, o(x)=x}.

On rappelle également que si K c L est galoisienne et si M est une sous-extension, alors . ¢ M est
aussi galoisienne et Gal(IL/M) est un sous-groupe de Gal(ILL/K).

Théoréme V.D.19 (Correspondance de Galois). Soit K c L une extension finie galoisienne et soit
G = Gal(IL/K) son corps de Galois. Il existe des bijections inverses U'une de 'autre, qui renversent les
inclusions :

®: {sous-groupes de G} S {sous-extensions de L}: ¥
Hwe LY
Gal(IL/M) « M.

De plus, si H < G est un sous-groupe, alors la sous-extension L est galoisienne si et seulement si
H 2 G estdistingué. Dans ce cas, on a un isomorphisme canonique Gal(LF /K) = G/H.

Remarque V.D.20. On peut « déballer » un peu I’énoncé pour le clarifier :

e Lefait que ® et W sont inverses 'une de l’autre signifie que pour toute sous-K-extension M,
ona:
M = LGIW/M — £x e I | Vo € Gal(L/M), o(x) =x}.
Et pour tout sous-groupe H < G,ona:
H = Gal(L/L?) ={oc € G |alyx =id}.
e Le renversement des inclusions signifie que si 'on a deux sous-extensions M c M’ alors
Gal(IL/M") est un sous-groupe de Gal(IL/M) ; et si 'on a deux sous-groupes H < H' alors LA
est une sous-extension de 7.

Corollaire V.D.21. Si K c L est galoisienne de groupe de Galois G, alors K = LL¢.

Démonstration du théoreme. On prend K C L et G comme dans ’énoncé, M C LL une sous-extension
(qui est donc finie et galoisienne) et H < G un sous-groupe. Il est immédiat que l'on a les inclusions
suivantes :

M c LGI@/M g < Gal(L/LH).
Il s’agit donc de démontrer les inclusions réciproques.

Commencons par la premiére. Soita € LGalL/M) yn glément stable sous Uaction de Gal(IL/M) et soit
P = Irry(a) € M[X] son polynédme minimal. Comme lUextension est galoisienne, P est scindé a
racines simples dans L. De plus, si € L est une autre racine, il existe un élément o € Gal(IL/M) tel
que 8 = a(a) d’aprés la Proposition V.D.17. Or, a est stable sous 'action du groupe de Galois, donc
B = a. On en déduit que P n’a qu’une seule racine. Comme il est séparable, deg(P) = 1 eta € M.

La seconde inclusion est une conséquence directe du lemme d’Artin :

Théoréme V.D.22 (Lemme d’Artin). Soit L un corps et H < Gal(L/K) un groupe fini
d’automorphismes de L. L’extension L c L est finie et galoisienne, de groupe de Galois H.

S Exercice : vérifier que c’est effectivement une sous-IK-extension.
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Notons M = LL¥ et soit @ € LL quelconque. On note H - a c LL U'orbite de a sous l’action de H, qui est
un ensemble fini. Posons

p = 1_[ (X = B) € L[X]
PLEH

Ce polyndme est séparable et s’annule en a. De plus, quel que soit o € H, le polyndme o - P est égal
a P, donc P est a coefficients dans M. On en déduit que [M(a): M] < deg(P) < |H| et que a est
séparable sur M.

On choisit ¥ € L de degré maximal (< |H|) sur M ; démontrons que L = M(y). Etant donné a € LL
quelconque, Uextension M(a,y) est monogeéne d’aprés le théoréme de 'élément primitif, disons
M(a,y) = M(z). Or M(a,y) est contenu dans M(y) et y est de degré maximal, donc M(z) = M(y) et
donc finalement a € M(a,y) = M(y).

On conclutdonc que IL. = M(y) est séparable et finie, de degré deg(y) < |H|. Elle est de plus normale
car c’est le corps de décomposition de y. De plus, H est un sous-groupe du groupe de Galois de M =
L# c L. On en déduit par le Théoréme V.D.7 que l'on a les inégalités suivantes :

|H| < |Gal(IL/M)| < [L: M], < [L: M] < |H]|.
Cela permet donc bien de conclure que H = Gal(IL/M). O
Exercice V.D.23. Si H < Gal(IL/K) est infini, démontrer que [LL: K] = oo,

Reprenons la démonstration du théoreme principal. Le fait que ® et ¥ renversent les inégalités est
clair. ILne nous reste donc plus qu’a démontrer le dernier point du théoréme, a savoir que H < G est
distingué si et seulement si K c L est galoisienne, et que dans ce cas, le groupe de Galois de
'extension est le quotient G/H. Cela découle du lemme suivant, dont la démonstration est claire :

Lemme V.D.24. Soit H < G un sous-groupe du groupe de Galois et ¢ € G un élément quelconque. La
sous-extension (L) c L correspond au sous-groupe cHo ™! < G.

Commencons par supposer que H 2 G est distingué. La sous-extension o(IL) correspond alors 8 H
lui-méme, donc par correspondance de Galois, o(LL¥) = L¥. On obtient donc un morphisme de
groupes :

@: G - Gal(L” /K).
Son noyau est :
ker(p) ={c €G | o|n =id} = H.
On obtient ainsi un morphisme injectif G/H — Gal(IL¥ /K). On en déduit que :
1Gal(L /K| = |G/H]| = |GI/IH| = [L: K]/[L: L¥] = [L": K].

Par le Théoréme V.D.7 on en déduit que |Gal(LL¥ /K)| = [LF: K], et donc que K c ¥ est galoisienne;
etque G/H — Gal(IL¥ /K) est un isomorphisme.

Réciproquement, supposons que K c L7 est galoisienne. On considére le normalisateur de H :
Ng;(H):={c€G|oHo *=H}.

D’aprés le raisonnement précédent, on a un morphisme m: N; (H) — Gal(LL¥ /K) et son noyau est :
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ker(n) = {o € N;(H) | o|yn =id} = H.

Comme K c L est normale, tout élément t € H, c’est-a-dire tout K-automorphisme 7: L¥ — LF, se
prolonge en un K-automorphisme : . > L (Corollaire V.A.8) qui vérifie o(IL7) = t(IL¥) = LL¥. Cette
égalité entraine que o est un élément de N;(H), et il vérifie m(o) = t. En d’autres termes, on a
démontré que  est surjectif. On adonc:

INg(DI/1H] = |Gal(L?/K)| = [L*: K] = [L: K]/[L: L”] = |G|/|H|.

Donc finalement H = N;(H), c’est-a-dire que H est distingué. N

Section V.E. Exemples

Dans cette section, nous allons donner quelques exemples de calculs de groupes de Galois.

Exemple V.E.1. Soit K un corps et x € K un élément qui n’est pas un carré. L’extension K C L. =
K(a), avec a? = x est galoisienne : c’est le corps de décomposition de X2 — x, qui est irréductible.
Elle est de degré 2, donc son groupe de Galois est de cardinal 2 : c’est donc le groupe cyclique &, =
Z/27Z, dont Uunique élément non-trivial est la « conjugaison » g: K(a) —» K(a) vérifiant o (a) = —a.
Comme G, n’admet pas de sous-groupe non-trivial, 'extension L. n’admet pas de sous-extension non
triviale.

Exemple V.E.2. On avu dans UExercice V.D.15 que ’extension Q c Q(W,j) =L, quiestde degré 6,
est galoisienne et que son groupe de Galois G = Gal(IL/Q) est le groupe symétrique S;. Le corps LL est
le corps de décomposition de X3 — 2, dont les racines sontx; = j/2, x, = j2V2 etx; = j332 = V2.
Le groupe de Galois agit par permutation des racines. Il est engendré par les deux permutations ¢ =
(1,2) (une transposition) et T = (1, 2, 3) (un cycle d’ordre 3), qui agissent ainsi sur les racines :

e La transposition g = (1 2) échange x; et x, = X; et fixe x3. Il s’agit donc de la conjugaison
complexe : 6(z) = Z pour tout z € L. Son sous-corps fixe est Q(i/f)

e Lecyclet = (1 2 3) permute les racines de fagon cyclique, par t(x;) = x, = jx;, T(xy) =
X3 = jx, ett(x3) = x; = jx3. Attention, on n’a pas 7(z) = jz pourtout z ; parexemple, (1) =
1 # j. Son sous-corps fixe est Q(j).

Le seul sous-groupe distingué non-trivial de G est le groupe alterné A5 = ((1 2 3)), quiestd’ordre 3.
On peut lister tous les sous-groupes de G et leurs inclusions de la fagon suivante, avec en rouge les
sous-groupes distingués :

Gam) (@) (@) @@
(s )

Ces sous-groupes correspondent aux sous-extensions de Q(i/ij). Le groupe alterné correspond a

la seule sous-extension galoisienne non-triviale Q(j), qui est quadratique: [S5: 3] = 2. Nous
pouvons lister toutes les sous-extensions, avec en rouge les extensions galoisiennes :

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 102



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

(V2. ))

"~

o) ()

Exercice V.E.3. L’extensionQ c L = Q(\/E, \/§) est galoisienne : c’est le corps de décomposition de
(X% — 2)(X? — 3), dont les racines sont x; = V2, x, = —V2, x3 = V3 etx, = —/3. Elle est de degré 4,
avec une base donnée par (1, V2, \/§,\/€). Son groupe de Galois, qui est un sous-groupe de S,, est
donc de cardinal 4. Il est engendré par les deux transpositions o = (1 2) et7 = (3 4), donc il est
isomorphe a Z/2Z X Z/27Z, qui est abélien. Ses quatre sous-groupes sont donc distingués et les
quatre sous-extensions correspondantes sont galoisiennes :

N SN

¥

Exemple V.E.4. Soit P = X° — 6X + 3 € Q[X]. Ce polyndme est irréductible (critére d’Eisenstein).
Une étude de fonction montre qu’ila trois racines réelles distinctes x4, x,, x3 € R etdonc deuxracines
complexes conjuguées x, = X5 € C \ R distinctes. Soit L = DQ(P) c C son corps de décomposition.
C’est une extension galoisienne de Q.

Son groupe de Galois G = Gal(IL/Q) est un sous-groupe du groupe symétrique Ss. La transposition
o = (4 5) appartient & G : c’est la conjugaison complexe. De plus, L. contient la sous-extension
Q(x41), qui est de degré 5. Le cardinal de G est donc divisible par 5, donc d’aprés le théoréme de
Cauchy, il contient un élément T € G d’ordre 5. Les éléments d’ordre de 5 dans G5 sont les 5-cycles.
Quitte a remplacer T par une de ses puissances, on peut supposer que 7(4) = 5 ; quitte a renuméroter
X1, X5, X3, 0n peut supposerquet = (1 2 3 4 5). Lafamille (o,7) engendre G¢, donc G = Gs.

Notons que S5 contient un seul sous-groupe distingué, le groupe alterné Us (d’indice 2). L’extension
IL. ne contient donc qu’une seule sous-extension galoisienne non triviale, qui est quadratique.

Exemple V.E.5. Soita = V2. L’extension Q c L = Q(a), qui est de degré 4, n’est pas galoisienne.
C’est le corps de rupture de P = X* — 2. Ce polynéme est irréductible et admet une racine dans L.
Mais P n’est pas scindé sur L. En effet, on peut le factoriseren (X — a)(X + a)(X? + a?) ;or, X?> + a?

n’admet pas de racine réelle, donc il est irréductible sur Q(a) c R.
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Un élément du groupe de Galois G = Gal(IL/Q) est entierement déterminé par o(a) € I, qui doit
vérifier o(a)? = 2. Cette équation n’a que deux solutions dans L, & savoir « et —a. Le groupe de Galois
ne contient donc que deux éléments, Uidentité (qui vérifie o(a) = a) et la « conjugaison » (qui vérifie
o(a) = —a). Onremarque que a? & Q est stable par’action de G, caro(a?) = (—a)? = a?. Enfait, le
corps fixe L¢ est égal 8 Q(a?) < L. Cette sous-extension de L ne correspond a aucun des deux sous-
groupesde G = Z/27.

Pour obtenir une extension galoisienne de Q, on construit le corps de décomposition de X* — 2 en
rajoutant la racine « manquante » de X? + a? = (X — ia) (X + ia) ; on considére M = L(i) = Q(i, a).
Dans ce corps, les quatre racines de P sonta, —a, ia et —ia, et M est son corps de décomposition.
L’extension M est de degré 8 sur Q et un élément primitif est donné par i + V2 (racine de 1 + 28x2 +
2x* + 4x6 + x8).

Comme lextension Q c M est galoisienne, G = Gal(M/Q) est d’ordre [M: Q] = 8. Il existe cing
groupes d’ordre 8 a isomorphisme pres : (Z/27)3, (Z/27Z) x (Z/ATZ), 7./8Z, le groupe diédral Dg et le
groupe des quaternions unitaires Qg. Nous allons déterminer auquel de ces groupes G estisomorphe.

La conjugaison complexe o: M — M donne un premier automorphisme de M, qui vérifie 6 = 1.

Par multiplicativité du degré, 8 = [M: Q] = [M: L] - [L: Q] = [M: Q(i)] - [Q(i): Q], d’ol [M: L] = 2 et
[M: Q(i)] = 4. On en déduit que P = X* — 2 est irréductible sur Q(i). En effet, s’il ne U'était pas, on
aurait P = QR avec deg(Q) + deg(R) = 4, deg(Q),deg(R) = 1, ce qui entrainerait :

e Silesdeux polyndmes Q et R étaient de degré 2, alors M = Q(i)(«) serait le corps de rupture
de Q ou R et serait donc de degré 2 sur Q(i), une contradiction ;

e Si(Q ou R était de degré 1, cela signifierait que P admet une racine dans Q(i) et que Q(i)
contiendrait donc une copie du corps de rupture de P ; or, ce corps de rupture estisomorphe
a4 Q(a) qui est de degré 4 sur Q, donc on aurait [Q(i): Q] = 4, une contradiction.

Comme Q c M est normale, . € M Uest aussi. Donc Gal(M/IL) agit transitivement sur les racines du
polyndme irréductible P. Il existe donc un automorphisme p: M — M tel que p(a) = ia ; et comme
pl. =1, on ap(i) =i. On calcule que p?(a) = i’a = —a # a, p3(a) = 3a = —ia # a, et p* =1id,
donc p estd’ordre 4 et {p) est d’index 2.

De plus, p & (o) donc G est engendré par la famille (o, p). Enfin, on peut vérifier que apo™! = p3
facilement sur les deux générateurs. On reconnait la présentation standard du groupe diédral Dg
auquel G est donc isomorphe. Les sous-groupes de G s’organisent ainsi, avec en rouge les sous-
groupes distingués :

Exercice V.E.6. Déterminer les sous-extensions qui correspondent a chacun de ces sous-groupes.

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 104



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

Chapitre VI. GROUPES ABELIENS DE TYPE FINI

«Démontrer que deux nombres a et b sont égaux en
démontrant d’abord que a < b puis que a = b est injuste ; il
faut plutét démontrer qu’ils sont vraiment égaux en dévoilant
la raison profonde de leur égalité. »

Emmy Noether (citée par Hermann Weyl)

Dans ce dernier chapitre, nous allons donner quelques outils pour Ualgébre linéaire « sur les entiers »
(ou plus généralement les anneaux euclidiens), ainsi qu’une application remarquable : le théoreme
de structure des groupes abéliens de type fini.

Section VI.A. Bases du calcul matriciel sur Z
Commengons par quelques rappels élémentaires.

Notation VI.A.1. Soit i, j des entiers. On note 6l~,j le delta de Kronecker, défini par :
6~~'—{1' sii =j;
L0, sinon.

Notation VI.A.2. Soit A un anneau et p, q = 1 deux entiers. On note M, ,(4) = (A)? lensemble des
matrices a p lignes et q colonnes a coefficients dans A. Si p = q, on note M,(4) = M, ,,(4)
Uensemble des matrices carrées. Si M est un élément de M, ,(A) et1 <i<p,1<j < qsont des
entiers, on note M; ; € A le coefficient de M a Uintersection de la ieme ligne et de la jeme colonne.

On note 0 € M, ,(A) la matrice nulle définie par 0;; =0 € A. Pour p = q, on note I,, € M,,(4) la
matrice identité, définie par :

(), ; = 81,

C’est un exemple de matrice diagonale, c’est-a-dire une matrice carrée M € M, (A) telle que, pour
l<i#j<p,onaM;;=0.

Etant donnée M € M, 4(A), on note 'tM € M, ,(A) sa transposée, définie par M;; = M, ;.

Proposition VI.A.3. Quels que soient p,q, le triplet (M, (4),+,0) forme un groupe abélien. La
multiplication matricielle M, 5(4) X M, ,.(A) = M, ,(A) est associative et distributive par rapport a
la multiplication, et les matrices identité sont des éléments neutres pour la multiplication. Ces
structures font de (]\/[p(A), x,lp) un anneau.

Remarque VI.A.4. Sip = 0 ou g = 0 on note parfois M, 4 (A) = 0, le groupe abélien trivial.
Remarque VI.A.5. L’anneau M (A) est bien s(irisomorphe a A.

Définition VI.A.6. Soit M € M,,(A) une matrice carrée. Son déterminant est U'élément det(M) € A
défini par la formule suivante, ot £(o) désigne la signature d’une permutation :

p

det(M) = Z HS(J)ML',G(D'

0EG, i=1
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Proposition VI.A.7. Le déterminant est multiplicatif: pour tout M,N € M,,(A), on a det(MN) =
det(M) - det(N). On peut calculer le déterminant en développant selon une ligne ou une colonne. La
matrice nulle a pour déterminant 0, la matrice identité a pour déterminant 1.

Définition VI.A.8. Soit M € ]v[p(A) une matrice carrée avec p = 2. Sa comatrice est la matrice
com(M) € M,,(A) définie par com(M); ; = (—1)"”61-‘]- (M), ou &;, j(M) est le déterminant du mineur de
M obtenu en retirant la iéme ligne et la jéme colonne.

Exemple VI.A.9. Soit M € M, (A) une matrice carrée de taille 2 donnée par :

My My
M= (m m )
2,1 2,2
Alors sa comatrice est égale a :
msyo —my 1
com(M) = ( ’ ' )
( ) _ml’z ml'l

Proposition VI.A.10. Quel que soit M € M, (A),onaM - tcom(M) = det(M) - I, = ‘com(M) - M.

Lemme VI.A.11. Une matrice carrée M estinversible si et seulement si det(M) € A*. Dans ce cas, son
inverse est la matrice :

M~ = (det(M))~ - tcom(M).

Une telle matrice est appelée une matrice unimodulaire (pour les distinguer des matrices qui seraient
inversibles dans le corps des fractions de A).

Lemme VI.A.12. Une matrice entiere est inversible si et seulement si son déterminant est +1.

Remarque VI.A.13. La plupart du temps, on emploie le terme « unimodulaire » pour les matrices a
coefficients dans Z, donc pour les matrices de déterminant +1.

Définition VI.LA.14. On note GL,(4) Uensemble des matrices carrées de taille p inversibles a
coefficients dans A. Cet ensemble forme un groupe pour la multiplication.

Section VI.B. Opérations élémentaires

Définition VI.B.1. Soit M € M, ,(A) une matrice. Une opération élémentaire sur les lignes de M est
’une des trois opérations suivantes, qui produit une nouvelle matrice M’ :

a) Lapermutation de deuxlignes i et j, notée L; < L;, produit une matrice M’ telle que :
My,  sik&{ij}
My, =1 M;,, sik =1i;
M;,, sik =j.
b) La multiplication d’une ligne i par un facteur inversible 1 € A%, notée L; « AL;, produit une
matrice M’ telle que :
, AM; sik =i
M1 = { My, sinon.
c) L’ajout a une ligne i d’'un multiple (par a € A) d’une autre ligne j, noté L; « L; + aL;, produit
une matrice M' telle que :
M, = {Mi_l +aM;,, s? k=i
' My 1, sinon.

Les opérations élémentaires sur les colonnes sont définies de fagon analogue.
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Dans la proposition suivante, on notera E; ; € M, , (4) la matrice qui ne contient qu’une seule entrée
non nulle en position (i, j) quivaut 1, c’est-a-dire :

(Ei.j)k’l = 8 j1-

Proposition VI.B.2. Les trois types d’opérations élémentaires sur les lignes (resp., colonnes)
correspondent a la multiplication a gauche (resp., a droite) par les types de matrices suivants :

a) La permutation de deux lignes/colonnes correspond a la multiplication par la matrice de

permutation (les entrées non triviales sont en lignes/colonnes i et j) :
1 0 v e e e 0
o - :

L

b) L’ajout d’un multiple d’une ligne/colonne a une autre ligne/colonne correspond a la matrice
diagonale (U'entrée non triviale est en position (i, j) ou (j, i) suivant les cas) :

1 0 v e e e 0

O .. H

RS

c) La multiplication d’une ligne/colonne i par un facteur inversible A € A* correspond a la

= Ip - Ei,i - Ej,] + Ei,j + Ej,i'

=1, + aE;; (resp, L, + aEj; pour les colonnes).

matrice diagonale (I’entrée non triviale est en position (i, )) :

0 - :
: l = Ip + (A - 1)Ei,i'
: ~ 0

De plus, les trois types de matrices sont unimodulaires et leur inverse est du méme type.

Définition VI.B.3. On note &,(4) le sous-groupe de GL,(A) engendré par les matrices du type ci-
dessus.

Remarque VI.B.4. Si P € £,(A), M € M, ;,(A) et Q € £,(4) sont trois matrices, alors PM est une
matrice obtenue a partir de M en effectuant une suite d’opérations élémentaires sur les lignes, tandis
que MQ estobtenue a partirde M en effectuant une suite d’opérations élémentaires sur les colonnes.
La matrice PMQ est obtenue en effectuant une suite d’opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes.

Section VI.C. Formes normales

§ VI.C(a) Equivalence de matrices

Définition VI.C.1. Soit M, M’ € M, ;(A) deux matrices. On dit qu’elles sont équivalentes s’il existe
deux matrices inversibles U € GL,(A4) et V € GL,(A) telles que M’ = UMV . On dit qu’elles sont
équivalentes a gauche (resp., a droite) s’il existe une matrice U € GL,(4) (resp., V € GL4(A4)) telle que
M' = UM (resp., M' = MV).
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Remarque VI.C.2. Il ne faut pas confondre cette notion avec la notion de matrices semblables (c.-a-
d., des matrices carrées M et M’ telles qu’il existe U inversible telle que M' = UMU™!. En termes
d’applications linéaires, deux matrices équivalentes représentent la méme application linéaire en
changeant de base au départ et a Uarrivée indépendamment ; alors que des matrices semblables
représentent le méme endomorphisme apres avoir effectué le méme changement de base au départ
et a larrivée.

En regle générale, la notion précédente n’est pas équivalente a la suivante :

Définition VI.C.3. Soit M,M’' € M,, ,(A) deux matrices. On dit qu’elles sont élémentairement
équivalentes s’il existe deux matrices P € £,(A) et Q € £,(A) telles que M' = PMQ. On dit qu’elles
sont équivalentes a gauche (resp., a droite) s’il existe une matrice P € £,(4) (resp., Q € £,(4)) telle
que M' = PM (resp., M' = MQ).

Remarque VI.C.4. Comme £,(A) c GL,(A), si deux matrices sont élémentairement équivalentes
(resp., a droite, resp., a gauche) alors elles sont équivalentes (resp., a droite, resp., a gauche).

Notre objectif, dans cette section, est de ramener toute matrice a une matrice équivalente sous forme
«normale » a aide d’opérations élémentaires.

8 VI.C(b) Sur un corps

Définition VI.C.5. Soit K un corps et M € M, ,(K) une matrice. Le rang de M, noté rg(M), est la
dimension du sous-espace vectoriel de KP engendré par les q vecteurs colonnes de M.

Remarque VI.C.6. Ce nombre est aussi égal au rang de la transposée, c’est-a-dire la dimension du
sous-espace vectoriel de K engendré par les p vecteurs ligne de M (cf. cours de licence).

Proposition VI.C.7. Si K est un corps, deux matrices M, M’ EMp,q(]K) sont équivalentes si et
seulement si elles ont le méme rang.

Démonstration. Le rang est préservé par les opérations élémentaires, car 'image d’un sous-espace
vectoriel (ici, 'image ou la coimage de la matrice) par une application linéaire inversible garde la
méme dimension. Donc deux matrices équivalentes ont le méme rang.

L’algorithme du pivot de Gauss donne une démonstration de la réciproque. Il permet de transformer,
a laide d’opérations élémentaires sur les lignes, une matrice quelconque M en une matrice
échelonnée réduite, c’est-a-dire une matrice M’ = PM (avec P € &,(KK)) telle que :

e Lenombredezérosagauche du premier coefficientnon-nuld’une ligne (le « pivot ») augmente
strictement ligne aprés ligne, jusqu’a éventuellement plafonner au nombre de colonnes ;

e Chaque pivotvaut1;

e Siune colonne contientun pivot, alors tous les autres coefficients de cette colonne sont nuls.

Visuellement, il s’agit d’une matrice de cette forme (les * sont des nombres quelconques) :

1 = 0 0 * = 0
0 01 0 = = O
0 0 01 = = O
0 0 00 0 0 1
0 0 00 0 0O

Schématiquement, Ualgorithme procede ainsi, pour M € M, ,(K) :
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e Oncommenceparposerh =1etk = 1.
e Tantqueh < petk < g, on effectue les étapes suivantes :
o Onnote i, le premierindicei = htelquem;, # 0 ;
o Siiyn’existe pas, onincrémente simplement k ;
o Sinon:
* Onéchange leslignes hetiode M (L;, © Ly);
* Ondivise laligne h parmy (L, < m,;}cLh) ;
* Pourchaquei = h + 1, on soustrait de la ligne i la ligne h multipliée par m;
(Li & Ly —mygLy).
e Pour chaque ligne i qui contient un élément non nul :
o On note j la colonne qui contient le premier élément non nul de la ligne i,
nécessairement un 1 a la suite de l'algorithme précédent ;
o Pour chaque i’ < i, on soustrait a de ligne i’ la ligne i multipliée par m;s; (L «
myr ;Ly).

En code Mathematica :

pivot[m_] := Module[{m2, p, q, h, k, i@, j},
m2 = m;
{p, q} = Dimensions[m2];
h =1; k =1;
While[h <= p && k <= ¢,
i0 = SelectFirst[Range[h, p]l, m2[[#1, k]] !'= 0 & 1;

If[! MissingQ[ie],

m2[[{i0, h}1] = m2[[{h, i0}11;
m2[[h]1] = m2[[h]1]1/m2[[h, KII];
m2[[h + 1 ;; All]] =

m2[[h + 1 ;; All]1] -

m2[[h + 1 ;; All, k]] ® m2[[h]];

h++];
k++];
Dol[
j = SelectFirst[Range[p], m2[[i, #1]] '= 0 & 1;
If[! MissingQ[j],
m2[[1 ;; i - 1]1] =
m2[[1 ;; i - 1]1] - Threaded[m2[[1 ;; i - 1, j1] ® m2[[i]]]
1,
ii, 2, pll;
m2

]

L’algorithme ne « casse » pas les pivots préexistants ni les zéro sur leur colonne. En appliquant une

seconde fois U'algorithme & tM’, c’est-a-dire en opérant sur les colonnes plutdt que les lignes, on
obtient donc une matrice M"" = M'Q = PMQ (avec Q € £,(K)) qui se décompose par blocs :

-5 3

Ou I, est la matrice identité de rang r et ou U'on compléete par des zéros les lignes et colonnes
manguantes. N'importe quelles matrices de rang r peuvent donc étre ramenées a cette matrice de
type identité et elles sont donc toutes équivalentes. <

Corollaire VI.C.8. Si K est un corps, alors £,(K) = GL, (K).
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Démonstration. On a bien &,(K) < GL,(K) . Réciproquement, si une matrice M € GL,(K) est
inversible, elle est de rang maximalr = p et elle est donc équivalente a la matrice identité I,. I existe
doncP,Q € &,(K) telsque M = PL,Q = PQ etdonc M € &,(K). &

Corollaire VI.C.9. Deux matrices a coefficients dans un corps sont équivalentes si et seulement si
elles sont élémentairement équivalentes.

Sur un anneau quelconque, on ne peut pas ramener toutes les matrices a des matrices de type
«identité ». L’algorithme du pivot de Gauss utilise de maniere cruciale la division par des éléments
arbitraires de ’anneau, ce qui n’est pas possible en général.

Exemple VI.C.10. Le probléme est assez clair en dimension 1 sur A = Z. On ne peut pas transformer
la matrice M = (2) € M, (Z) en la matrice « normale » (1) € M; (Z) par des opérations élémentaires.

Exercice VI.C.11. Démontrer que les deux matrices suivantes ne sont pas équivalentes sur Z
(indication: le PGCD des coefficients d’'une matrice 2 X 2 n’est pas modifié par les opérations
élémentaires) :
2 0 1 0
M=(5 o) M=( o)
0 0 0 0
Dans les sections suivantes, nous allons généraliser la notion de forme normale au cas des anneaux

euclidiens. Plusieurs des résultats qui suivent restent vrais pour les anneaux principaux, mais la
preuve est plus délicate.

8§ VI.C(c) Forme normale d’Hermite

Commengons par une généralisation de la notion de «forme échelonnée» pour les matrices a
coefficients dans un anneau euclidien. Pour un anneau euclidien A, on rappelle qu’on a une
application v: A - N U {—o} telle que v 1({—}) = {0} et pour tousa,b € A, b # 0, il existe ¢, € A
telsquea = bq + retv(r) < v(b).

Théoréme VI.C.12 (Forme normale d’Hermite). Soit A un anneau euclidien et M € M, ,(A4) une
matrice de taille p X g a coefficients dans A. La matrice M est élémentairement équivalente a gauche
(resp., a droite) a une matrice triangulaire supérieure (resp., inférieure) H € M, ,(A) de laforme:

Equivalence a gauche Equivalence a droite
p<gq hiy = hyp o hig hiy 0 0 0 - 0
H = 0 : * 8 H = : 0 0
0 0 hyy hpq hp1 hpp 0 - 0
p 2 q h’l 1 h’l,q h’l 1 0 0
0 : 0
H = 0 0 hgq H=| hg. hqq
0 0 : *
0 hp hp.q
0 - 0

De plus, les coefficients {hi,j} vérifient les conditions suivantes, pourtousi < j:

e Sih;;(resp., h;;) estnonnuletnoninversible, alors v(hi’j) < v(hj’j) (resp., v(hj’l—) < v(hi,i)) ;

e Sih;;(resp., h;;) estinversible, alors h; ; = 0 (resp., h;; = 0).
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Un couple (U, H) formé d’une matrice élémentaire U € £,(A) et d’'une matrice H comme ci-dessus
tel que UM = H (resp., MU = H) est appelé forme normale d’Hermite (supérieure, resp., inférieure)
de M.

Remarque VI.C.13. Si on se rappelle que v(0) = —oo et que les éléments inversibles u € A* d’un
anneau euclidien sont caractérisés par le fait que v(u) estlavaleur minimale de v (c’est-a-dire v(u) =
vy nedépend pasdeu € A* etsia € A\ {0} n’est pasinversible, alors v(a) > v,), on peut condenser
la définition : «si h;; # 0, alors pouri < j, v(hi,j) < v(hj,j) » (et analogue pour la forme normale
inférieure).

Remarque VI.C.14. Si A est un corps, on retrouve la définition d’une matrice sous forme échelonnée.

1 2 3
Exemple VI.C.15. Soit M = (4 5 2) € M3(Z). Une forme normale d’Hermite supérieure de M est
6 7 9

donnée par le couple :

-1 -1 1 10 4
U=<2 -2 1>esz(z), H=<O 1 11>eM2(z).
2 -5 3 0 0 23

Une forme normale d’Hermite inférieure est :

2 8 11 1 0 0
U={-2 -7 —10)662(2), H=(0 1 0 |eM, (D).

1 2 3 7 17 23

Démonstration du théoréme. Nous allons démontrer le théoreme pour les formes normales
supérieures ; Uexistence des formes normales inférieures en découle immédiatement en passant aux
transposées. Nous allons procéder par récurrence sur le nombre q de colonnes de la matrice. Le
lemme suivantdonnelecasqg = 1:

Lemme VI.C.16. Soit X € M,, ; (A) un vecteur colonne (resp., X € M;,,(A) un vecteur ligne) dont les
coefficients sont x4, ..., x, . Soit d = x; A ...Ax, le PGCD des coefficients de X. Le vecteur X est
équivalent a gauche (resp., a droite) au vecteur dont les coefficients sont d, 0, ..., 0.

Déemonstration. Il suffit d’appliquer 'algorithme d’Euclide étendu pour obtenir le résultat. On vérifiera
que les opérations qui interviennent dans cet algorithme se traduisent en opérations élémentaires sur
les lignes de C. <

Exemple VI.C.17. Supposons que X = (6 15 10) € M;3(Z). Le PGCD des entrées de X vaut1 =
6x; — 3x, + x5 . Pour savoir quelles opérations élémentaires appliquer, il faut suivre pas a pas
l'algorithme d’Euclide étendu :

Avant Division euclidienne Opération Apreés

On commence par calculer le PGCD de x; = 6 etx, = 15

(6 15 10) 15=2-6+3 C, « C,—2C, (6 3 10)
(6 3 10) 6=2-34+0 C, « C; —2C, (0 3 10)
On calcule le PGCD de x, = 3etx; = 10
(0 3 10) 10=3-3+1 C3 « C3—3C, 0 3 1)
0 3 1 3=3-140 C, « C, —3C, 0 0 1)
On rameéne le PGCD en premiére position : C, o Cy 1 0 0
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Démonstration. Le lemme précédent donne la démonstration du théoréme pour le cas g = 1. On peut
maintenant démontrer le théoréme dans le cas général par récurrence.

Supposons le résultat démontré pour un entier g < p et soit M € Mp,qH(A) une matrice de taille
p X (q +1). On note M' € M, ,(A) le bloc constitué par les q premiéres colonnes et C € M, ;(4) la
derniére colonne. Par hypothése de récurrence, M’ admet une forme normale de Hermite M’ = U'H'’
avec U’ € GL,(4) unimodulaire et H' € M, ,(A) triangulaire supérieure vérifiant les conditions de
Hermite. Si on applique la matrice U’ aM = (M’ (), onobtientalors:

PR Y
0 : :
UM < 0 0 hgg cq
0 - 0 iy
\ o0 :
0 - 0 c
En appliquant le lemme précédent, on peut trouver une matrice unimodulaire U" € GL,_4(4) qui
transforme le vecteur colonne (c,’ﬁl, ...,cl’,) en (c‘;’+1,0,...,0). Si on compléte U"” par un bloc
«identité » en une matrice U"' = I, @ U" € GL,(A), alors U""UM est presque sous forme de Hermite
supérieure ; il suffit de faire encore quelque opérations (divisions euclidiennes) pour avoir v(c;) <

v(c,’ﬁl) sicgi1 # 0.

Enfin, si on suppose le résultat démontré pour g < p, le cas g > p est immédiate, car la forme de
Hermite supérieure n’impose aucune condition aux colonnes d’indice > p. <o

Remarque VI.C.18. La démonstration précédente est constructive, si on a un algorithme d’Euclide
constructif : il suffit d’appliquer plusieurs fois Ualgorithme d’Euclide pour retrouver un analogue de
Lalgorithme du pivot de Gauss. (Exercice : implémenter Ualgorithme !)

Exemple VI.C.19. Donnons un exemple de calcul de forme de Hermite dans ’anneau de polyn6mes
A = Q[X] (qui est euclidien avec v(P) = deg(P)). On considére la matrice :

—4X2 12 + 12X — 6X% 4+ 2X3 —6X 6X2% +2Xx*
M= 8 16 0 0 .
—4X —4X3 2X +10X%2 —6X34+2X* 6—6X% 6X+4X3+2X°

Dans ce qui suit, le symbole ~ signifiera « équivalent a gauche ». Pour appliquer algorithme, on
travaille colonne par colonne. Sur la premiéere colonne (en orange), le PGCD vaut 1 car la colonne
contient une constante (le 8 vert). On divise cette ligne par 8 puis on ’échange avec la premiere pour
obtenir

1 2 0 0
M ~ ( —4X? 12 4+ 12X — 6X2% + 2X3 —6X 6X2% 4+ 2X*4 )
—4X —4X3 2X+10X%2—6X3+2X* 6—6X%* 6X+4X3+2X°

On ajoute ensuite 4X2L; a la deuxieéme ligne, et (4X3 + 4X)L, a la troisiéme pour avoir :

1 2 0 0
M~<0 12 4+ 12X + 2X% + 2x3 —6X 6X? +2X* >
0 10X+ 10X%?+2X34+2X* 6—6X? 6X+4X3+2X°
On s’attaque maintenant a la deuxieme colonne. Pour trouver le pivot, on doit calculer le PGCD des
deux polynédmes P = 12 + 12X + 2X? + 2X% et Q = 10X + 10X? + 2X3 + 2X*. Une bréve application
de lalgorithme d’Euclide étendu montre que le PGCD (qui sera notre pivot) vaut X + 1, avec:
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L X o4
12 12Q_ '

Pour faire apparaitre le pivot, on commence par diviser L, et L; par 12. On applique ensuite les
opérations élémentaires' Ly « Ly — XL, et L, < L, + XQ, pour obtenir :

1 2 0 0
M~(0 1+X 0 X? )
0 —(X+X%)/6 1/2 (Bx-X3)/6

Enfin, on applique L; « L; — XL3/6 pour faire disparaitre les termes sous le pivot (la division
euclidienne tombe forcément juste !) et obtenir :

1 2 0 0
M~<O 14X 0 X2 )
0 0 1/2 X/2

Enfin, on multiplie la derniére ligne par 2 pour obtenir la forme de Hermite supérieure :

1 2 0 O
M~[0 14X 0 X?%|
0 0 1 X

Remarquons qu’on ne peut pas se débarrasser du 2 au-dessus du pivot 1 + X, mais on a bien
deg(2) < deg(1 + X) ; les conditions d’Hermite sont quand méme vérifiées.

Corollaire VI.C.20. Si 4 est un anneau euclidien, alors £, (4) = GL,(4).

Démonstration. On sait déja que £,(A) c GL,(A4). Réciproquement, supposons que M € GL,(A) est
unimodulaire. Elle admet une forme d’Hermite supérieure M = UH avec U € £,(A) et H triangulaire
supérieure vérifiant les conditions d’Hermite. Comme det(M) = det(U) - det(H) et que
det(M), det(U) sont inversibles, det(H) est inversible aussi. Or, det(H) = hy; ... h,,, est le produit
des éléments diagonaux de H, car H est triangulaire. Chaque élément diagonal est donc lui-méme
inversible, donc d’apres les conditions d’Hermite, tous les autres éléments hors diagonale sont nuls
et H est une matrice diagonale. Elle est donc inversible, d’inverse la matrice diagonale dont les
entrées sont (hi}], ..., hy)). Onadonc bien M € GL,(4). o

Corollaire VI.C.21. Deux matrices a coefficients dans un anneau euclidien sont équivalentes si et
seulement si elles sont élémentairement équivalentes.

Remarque VI.C.22. La forme normale de Hermite est utile pour résoudre des équations
diophantiennes linéaires (c’est-a-dire des systemes d’équations linéaires a coefficients entiers dont
on cherche des solutions entieres). En effet, soit M € Mp,q(Z) est une matrice qui représente une
équation diophantienne MX = B, avec X € M 1(Z) et B € M, 1(Z). Soit MU = H la forme normale
d’Hermite inférieure de M. Alors MX = B admet une solution si et seulement si HY = B admet une
solution, ou Y = U~1X. Vérifier que HY = B admet une solution est facile : comme la matrice est
triangulaire, on peut simplement résoudre le systeme par substitutions successives.

6 Ces opérations ne sortent pas de nulle part ! Ce sont celles que 'on trouve en appliquant Ualgorithme
d’Euclide étendu.
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§ VI.C(d) Forme normale de Smith

Théoréme VI.C.23 (Forme normale de Smith). Toute matrice M € M, , (A) a coefficients dans un
anneau euclidien A est équivalente a une matrice D de la forme suivante :

d

=

0 0
_ ~ 0 0
b= d, 0

0
0
0
0 0

0
0 O
0 O 0

Le nombre r est le rang de M (vue a coefficients dans K,) et d; divise d;,; pour touti € {1,...,r — 1}.

De plus, les d; sont uniques a association (produit par un inversible) pres.

Définition VI.C.24. Un triplet (U, D, V) constitué par deux matrices unimodulaires U € GL,(4),V €
GL,(A) et une matrice diagonale D € M, ,(A) telles que UMV = D est appelée forme normale de
Smith de M. Les éléments (d;, ..., d,) sont appelés les facteurs invariants de M.

La démonstration du théoréme va occuper le reste de cette section. On fixe A dans la suite.

Lemme VI.C.25. Toute matrice M € M, , (4) est équivalente a une matrice de la forme :

ny; 0 0
N=[ 0 o
: *x N x
0 * % %

Démonstration. Soit M une matrice quelconque. On posei = 0 et Ny = M. Tantque N; n’est pas sous
la forme souhaitée, on répéte les opérations suivantes :

i) En utilisant Ualgorithme d’Euclide étendu (Lemme VI.C.16), on raméne par des
opérations élémentaires sur les lignes N; & une matrice N sous la forme suivante, ou r/
est le PGCD des entrées de la premiere colonne de N; :

!

T * *
r_ | 0 =% * *
Ni - . AT/
: * Ni *
0 * =x %
i) De la méme maniére, par des opérations sur les colonnes, on raméne N; a une matrice
N;,1 sous la forme suivante, ou 1;,; est le PGCD des entrées de la premiére ligne de N; :
Tigr 0 o 0
* * * *
N, = ~
i+1 * Ni+1 *
* * * *

La suite (v(ry), v(rg), v(ry), v(r{), ...) est une suite décroissante d’éléments de N U {—oo}. En effet, 1}
divise r; et 13, divise r{ (& chaque fois, c’est le PGCD d’une famille de nombres qui inclut U'élément
précédent). Cette suite finit donc par étre stationnaire : il existe un rang i, tel que v(rio) = v(ri'o) =
v(rl-0+1). Mais cela signifie que rl-’o, qui est donc associe a1j 44, est déja le PGCD des éléments de la
premiere colonne de N; . Dans ce cas, 'algorithme d’Euclide étendu consiste simplement a éliminer
les entrées des autres colonnes en leur retirant un multiple de la premiere, sans modifier la premiere
colonne. La matrice N; ., est donc bien sous la forme voulue : sa premiere ligne et sa premiere
colonne ne contiennent qu’une entrée non nulle (la premiere) et Ualgorithme s’y est arrété. <o

Lemme VI.C.26. Toute matrice M € M, , (A) est équivalente & une matrice diagonale dont lesr =

rg(M) premiéres entrées sont non nulles, et les autres sont nulles.
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Démonstration. En appliquant Ualgorithme du lemme précédent min(p, q) fois (&4 M, puis N, etc.) on
obtient une matrice de la forme:

d, 0 0 0 0
M~[0 - 0 0 0|
0 0 dminpg O O

Or, les opérations élémentaires préservent le rang, donc exactement r éléments parmiles d; sontnon
nuls. Quitte a échanger lignes et colonnes, on peut supposer que ces éléments non nuls sont lesr
premiers, d4, ..., d, etque d; = 0 pouri > r. <

Attention, la matrice trouvée par le lemme précédent n’est pas nécessairement la forme normale de
Smith, car on n’a pas encore la relation de divisibilité entre les coefficients.

Lemme VI.C.27. Toute matrice admet une forme normale de Smith.

Démonstration. Soit M une matrice. Grace au lemme précédent, on peut supposer qu’elle est de la
forme suivante :

d 0 .. 00
{0 =~ 0 0 0
M_OOdrOO
0 0 0 0O

On procéde par récurrence sur r. Le résultat est clair pourr = 1. Supposons le résultat démontré
pour un rangr — 1 donné. Par opérations élémentaires sur les colonnes, M est équivalente a:

d, 0 .. 00
i %~ 0 0 0
M~\a o0 a4 o o0
0 0 0 00O

En appliquant Ualgorithme du premier lemme, on peut ramener le PGCD de tous les d; en premiére
position ; en particulier, il divise tous les autres éléments de la matrice. Le reste de la matrice est de
rangr — 1 et on peut donc appliquer 'hypothése de récurrence. <

Définition VI.C.28. Soit M € M, ,(A) une matrice et 1 < s < min(p, q) un entier. Un mineur d’ordre s
de M est le déterminant d’une matrice M’ € M ;(A) obtenue en retirant p —s lignes et ¢ —s
colonnes a M. On note A;(M) le PGCD de tous les mineurs d’ordre s de M.

Remarque VI.C.29. On définit souvent Ag(M) =1 : le déterminant de U'unique matrice (vide) de
My o(A) estégalal.

Exemple VI.C.30. Pour M quelconque, A, (M) est le PGCD de toutes les entrées de M.

Exemple VI.C.31.SiM € M, (A) est carrée, alors A,(M) = det(M) est le déterminant de M.

Exemple VI.C.32. Soit M = (}L é 2) € M,5(Z) . Alors A,(M) est le PGCD des trois mineurs
suivants :

1 2]_ 1 3]_ 2 3)_

45_3' |46_6' 56_3'

OnadoncA,(M) = 3.
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Proposition VI.C.33. Soit M ~ N EMp,q(A) deux matrices équivalentes. Alors pour tout s <
min(p, q), onaA,(M) = A;,(N) (a association pres).

Déemonstration. Il suffit de traiter le cas ou M et N sont équivalentes a gauche (il suffit de passer a la

transposée pour 'équivalence a droite et d’utiliser la transitivité de U’égalité).

Commencgons par le cas ou p = g. Pour une matrice M quelconque, on note M[[E;S]] la matrice carrée
Js

obtenue en sélectionnant les lignes (1 < i; < <i; <p)etlescolonnes(1<j, < <js,<q)de
la matrice M. Un petit calcul (décomposer les matrices par blocs) montre que si N = UM (avec U
unimodulaire), alors pour tous (i; < - < ig) et (j; < -+, <), alors on a 'égalité suivante :

aet (Vi) = ), det(Ufeih)- der (),
Ky <<k

En particulier, les diviseurs communs des mineurs d’ordre s de M divisent tous les mineurs d’ordre s
de N, donc A;(M) divise A;(N). Comme U est unimodulaire, ona aussi M = U™N, donc par le méme
raisonnement, A (N) divise A;(M). Finalement, A;(M) et A,(N) sont associés.

Supposons maintenant que p > q. On peut compléter M et N = UM en des matrices carrées M, N de
taille p X p en posant :

M=(M 0), N=(N 0.

Il est clair que Ag(M) = A;(M) et A;(N) = Ag(N). De plus, M = UN, donc Ag(M) = Ag(N) par ce qui
précede.

Supposons enfin que p < q. On peut compléter M, N, U en des matrices M, N, U de taille g X g en
posant :

A m(). 7= 0)

Comme avant, Ag(M) = A;(M) et A;(N) = A;(N), eton ade plus N = UM, d’ou le résultat. o
Corollaire VI.C.34. La forme normale de Smith d’une matrice est unique.

Démonstration. Soit M et D sa forme de Smith, une matrice diagonale d’entrées non-nulles d;, ..., d,
telle que d; divise d;; pour tout i. Alors pour touti < r, on a clairement A;(D) = d; ...d;. On obtient
doncd; = A (D) etd; = A;(D)/A;_1(D) pouri > 1. Comme les A; sontinvariants par équivalence de
matrice, les facteurs invariants dans la forme de Smith sont uniquement déterminés par la matrice de
départ. <

Exemple VI.C.35. Déterminons la forme normale de Smith de la matrice :
30 8 18
M= 2 3 1 | e M5(Z).
-8 -1 -5

On commence par appliquer algorithme d’Euclide étendu sur la premiéere colonne. Le PGCD des
éléments de cette colonne vaut 2, qui se trouve étre le deuxieéme élément de la colonne. On effectue
donc successivement L, & Ly, L, < L, — 15L; et L3 « L3 + 4L, pour obtenir:

2 3 1
M~|0 =37 3
0 11 -1
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On applique maintenant l’algorithme d’Euclide étendu a la premiere ligne : le PGCD vaut 1, et en
appliqguant quelques opérations élémentaires sur les colonnes on obtient :

1 0 0
M~ 3 —46 -6
-1 14 2

On remarque le PGCD (I'élément en haut a gauche) continue a diminuer. On applique une derniére
fois l’algorithme d’Euclide étendu pour trouver :

1 0 0
M~|0 —-46 -6
0 14 2

On s’attaque maintenant au deuxiéme bloc. Le PGCD de la deuxiéme colonne vaut 2 = 3 - (—46) +
10 - 14. Aprés quelques opérations élémentaires, on obtient :

1 0 O
M~{0 2 2|
0 0 —4

ILne reste plus qu’a soustraire la deuxieme colonne de la troisiéme, et multiplier celle-ci par —1, pour

1 0 0
M~{0 2 0]
0 0 4

Les facteurs invariants de M sont donc (1, 2,4). En suivant pas & pas le calcul précédent, on trouve
également les matrices de passage U et V.

trouver:

Remarque VI.C.36. On pourrait également calculer les facteurs invariants d’'une matrice M en
calculant les PGCD des mineurs A;(M). Par exemple pour la matrice M de Uexemple précédent, on
trouve A; (M) = pgcd(30,8,18,...) = 1,A,(M) = 2etA;(M) = 8. On obtientdoncd, = A, =1,d, =
A, /A = 2etds; = Az /A, = 4, comme attendu. Cette méthode est cependant rarement praticable du
point de vue de la complexité. Si M est une matrice carrée de taille n,

e Calculer A, requiert le calcul du PGCD de n? nombres ;
e Calculer A, requiert le calcul de (’;)2 mineurs de taille 2 X 2, puis de leur PGCD ;
e Calculer A; requiert le calcul de (’;)2 mineurs de taille 3 X 3, puis de leur PGCD ;

e FEtainside suite jusque A, quirequiert le calcul d’un PGCD de taillen X n.

Si les entrées de M ont en moyenne b bits, les calculs de PGCD (par l'algorithme d’Euclide) de deux
nombres sont de complexité 0(b?), ce qui donne une borne supérieure pour la complexité :

2211

a2 2 (2n)!
0y () =0 () =~ =

Atitre de comparaison, il existe des algorithmes de complexité (bn“)“"(l) avec un a > 0 connu pour
calculer les facteurs invariants de la matrice.

Remarque VI.C.37. Comme on le verra dans la démonstration du théoréme suivant, laforme normale
de Smith est utile pour déterminer le noyau et le conoyau d’une application Z-linéaire (entre groupes
abéliens de type fini), exactement comme en algebre linéaire ou laforme M ~ I,. @ 0 joue le rble de la
forme normale de Smith.
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Section VI.D. Structure des groupes abéliens de type fini

On rappelle gu’un groupe abélien G est dit de type fini s’il existe une famille finie S = {x,,...,x,.} € G
d’éléments de G telle que (x4, ..., x,-) = G.

Exemple VI.D.1. Les groupes abéliens finis sont de type fini (on peut prendre S = G). Le groupe Z est
de type finiavec S = {1}.

Lemme VI.D.2. Le produit de deux groupes de types finis est de type fini.

Démonstration. Si G et H sont de type finis, engendrés respectivement par {x, ..., x,.} et {yy, ..., ¥},
alors G X H est engendré par la famille {(x;,0), ..., (x;, 0), (0,y,), ..., (0,y:)}. <&

Lemme VI.D.3. Un groupe abélien G est de type fini si et seulement s’il existe un morphisme de
groupes surjectif @: Z" - G.

Démonstration. Si G est engendré par {x, ..., x,-}, alors le morphisme ¢: Z" — G défini par la formule
suivante est surjectif :

r
oy, .., n,.) = Z NX; = NyXqy + -+ NypXp.
i=1
Réciproquement, si un tel morphisme existe, alors la famille {¢(1, 0, ...,0), ..., ¢(0, ...,0, 1)} est finie et
engendre G. o

Lemme VI.D.4. Tout quotient d’un groupe abélien de type fini est de type fini.

Démonstration. Si G est de type fini avec @:Z" - G surjectif et si H < G est un sous-groupe
(nécessairement distingué), alors la composée Z" — G — G /H est la composée de deux morphismes
surjectifs et est donc elle-méme un morphisme surjectif. <o

Lemme VI.D.5. S’il existe un morphisme de groupes abéliens ¢: G — H tel que ker(¢) et im(¢) sont
de types finis, alors G est de type fini.

Démonstration. Soient y; = @(x1), ...,V = @(x,) € H une famille génératrice de im(¢) et soit
Z4, .., Zg € G une famille génératrice de ker(¢). Alors la famille {x4, ..., x,, 24, ..., Z; } est génératrice. En
effet, soit g € G un élément quelconque. L’élément ¢(g) appartient a im(¢), donc il existe des
entiers ky, ..., k, tels que @(g) = X k;o(x;). L’élément g — Y, k;x; appartient donc au noyau de ¢,
donc il existe des entiers [y, ..., s tels que g — X k;x; = X.;;z; et donc finalement g = ¥, k;x; +
Yjliz. &

Proposition VI.D.6. Un sous-groupe d’un groupe abélien de type fini est également de type fini.

Remarque VI.D.7. Cela n’a absolument rien d’évident ! C’est faux si on considere des groupes non-
abéliens: le groupe libre F, a deux générateurs x,y contient le sous-groupe
(yxy~1,y2xy~2,y3xy~3,..) qui n’est pas de type fini.

Démonstration. Soit G = (x4, ..., X,) un groupe abélien de type fini et H < G un sous-groupe. On
raisonne par récurrence surr. Le casr = 0 est évident, etsir = 1, alors G = (x;) = Z. Tous les sous-
groupes de Z sont isomorphes a 0 ou Z, qui sont bien de type fini.

Supposons ’énoncé démontré pour un entierr —1 = 1. Soit K = (x4, ..., X,_1) le sous-groupe de G
engendré par lesr — 1 premiers générateurs et soitm: G = G /K le quotient, qui est engendré par la

Najib Idrissi Version du 24 juin 2025 118



M1 MIC - Université Paris Cité Algebre

classe de x,.. Le quotientinduit une application |y: H - H/K. Sonimage est un sous-groupe de G /K,
qui est engendré par un unique élément et est donc soit trivial, soit isomorphe a Z, donc H/K est lui-
méme trivial ou isomorphe a Z. De plus, son noyau Ker(m|y) est un sous-groupe de K, qui est
engendré par r — 1 éléments. On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence pour voir que
ker(m|y) est de type fini. En appliquant le lemme précédent, on conclut que H est de type fini. <o

Définition VI.D.8. Un groupe abélien est dit libre (de type fini) s’il est isomorphe a un produit fini de
copies de Z. Si G est abélien libre de type fini, on appelle base de G une famille (e, ..., e,) d’éléments
de G telle que le morphisme induit Z" — G est un isomorphisme.

Remarque VI.D.9. En principe, le nombre r pourrait dépendre de la base. Mais comme pour les
espaces vectoriels, on va démontrer que ce n’est pas le cas.

La proposition suivante (dont la preuve est claire) nous indique que ’étude des morphismes entre
groupes abélien libres de type fini se ramene a quelque chose quiressemble a de U'algebre linéaire.

Proposition VI.D.10. Soit G = ZP et H = Z9 deux groupes abéliens libres de type fini, et soit
(e1, ...,ep), (fu ...,fq) des bases respectivement de G et H. Il y a une bijection entre les morphismes
de groupes G — H et les éléments de M, ,,(Z), définie par :

My, (Z) - Mor(G,H), M - @y

Le morphisme ¢,: G — H associé a une matrice M € M, ,, (Z) est caractérisé par :

q
Vi<i<r, oule) = ZMj,ifj-
=1

De plus, on a ¢y = @@y POUr toute paire de matrice composables.

Remarque VI.D.11. Reprenons les notations de la proposition et soit x € G un élément, de
«coordonnées » (xl, o) xp) € ZP —c’est-a-dire que x = x1e; + +-- + x,e,. Alors les « coordonnées » de
@u(x) € H, c’est-a-dire les coefficients (yy, ..., y,) € Z9 tels que @y (x) = y1fi + -+ + ¥, f,, vérifient

()~ ()

Théoréme/Définition VI.D.12. Toutes les bases d’un groupe abélien libre de type fini G ont le méme

I’équation matricielle attendue :

nombre d’éléments. Ce nombre est appelé le rang de G.

Démonstration. Soit (ey, ..., e,) et (fi, ..., f;) deux bases de G . Il suffit de montrer que r < s (par
symétrie, on aura alors s < r). L’identité de G correspond & une matrice M € M ,(Z), dont les
coefficients sont les uniques nombres qui vérifient ¢, = id, c’est-a-dire, pourtout1 <i<r,e; =
Xj=1M;fj.

La matrice M admet une forme normale de Smith : il existe des matrices unimodulaires U € GL¢(Z) et
V € GL,(Z) et une matrice diagonale D = diag(dl, ...,dmin(r_s)) (et dy = 0 pour k > min(r,s)) telles
que UMV = D.

Notons € = (ey, ..., e,) € My, (G) le «vecteur a coefficients dans G » formé par les e;, et de la méme

maniere notonsf = (fi, ., fs) € My 4(G).L’équation ci-dessus se réécrit € = fM. Comme D = UMV,
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on obtient éV = fU‘lD. Les matrices U etV étant inversibles, les deux familles suivantes forment
encore des bases de G :

ey, ...8)=2¢eV, (fi,..fr)=fU"t
L’équation éV =1 = fUD devient alors, pourtoutk :
ér = dkfk-
Or, d,, = 0 pour k > min(r, s), donc pour que la famille €V ~! forme une base, il fautavoirs <r. <

Théoréme VI.D.13. Soit G un groupe abélien libre de type fini et r € N son rang. Soit H < G un sous-
groupe de G. Alors H est libre de type fini, avec pour rang s < r. De plus, il existe des entiers d;]| ... |d;
etune base (ey, ..., e,) de G tels que (d, ey, ..., dses) forme une base de H.

Démonstration. Soit (g4, ..., g,) une base de G et (hy, ..., hy) une famille génératrice de H. Comme
avant, on peut écrire h; = ZlexiMi,j. La matrice M admet une forme normale de Smith, D = UMV

avec D = diag(d,,..,d;) . Dans la base é=gV , la famille génératrice f =hU™! devient
(d,eq, ...,dses, 0, ...,0), d’ol le résultat. o

On en arrive enfin au théoreéme principal de ce chapitre, qui conclut le cours :

Théoréme VI.D.14 (Structure des groupes abéliens de type fini). Soit G un groupe abélien de type
fini. ILexiste des entiers r, s > 0 et des entiers naturels d, |d,]| ... |d, tels que Uon ait Uisomorphisme :

N
G =17 X HZ/diZ.
i=1

De plus, les entiersr, s et dy, ..., ds sont uniguement déterminés par G.

Définition VI.D.15. Le nombre r dans la décomposition du théoréme s’appelle le rang du groupe G.
Les nombres d,| ... |ds sont appelés ses facteurs invariants.

Remarque VI.D.16. Cette notion de rang coincide avec la définition en termes de cardinal d’une base
pour les groupes abéliens libres.

Remarque VI.D.17. Un résultat similaire existe en remplagant Z par un anneau principal 4 et les
groupes abéliens par les A-modules.

Déemonstration. Pour démontrer Uexistence, il suffit d’appliquer le théoréme précédent au noyau
ker(¢) d’un morphisme surjectif ¢:Z" - G . Il existe une base (ey, ..., e,;,) de Z™ tel que ker(¢)
admette (d,e;,d;e,, ..., dgeg) pour base. L'image G est alors isomorphe a :

(Z/)d Z) x (Z)d,Z) X ...x (Z/dZ) X (Z/0) X ... X (Z/0).

Quitte a éliminer les éventuels premiers facteurs invariants d; qui vaudraient 1 (et qui disparaissent
dans le quotient : Z/1Z = 0), on retrouve bien la forme du théoréme.

Pour démontrer Uunicité, considérons le sous-groupe de torsion :
T={x€eG|aIneN*, nx=0}.

Quelle que soit la décomposition, ce sous-groupe T est égal au facteur [[;_,(Z/d;Z) et donc G /T est
isomorphe a la partie libre de la décomposition. Comme le rang d’un groupe abélien libre de type fini
ne dépend que du groupe en question, et que T ne dépend que de G, on en déduit que G déterminer.
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ILnous reste a démontrer que les facteurs invariants ne dépendent pas de la décomposition, c’est-a-
dire qu’on peut les retrouver a partir de données qui ne dépendent que du groupe. Soit py, ..., px les
facteurs premiers de dg. Comme d;|d pour tout i, 'ensemble des facteurs premiers de d; est un
sous-ensemble de {py, ..., p}, de telle sorte que 'on peut écrire, oU0 < a;; < @y < -+ < @, j pour
toutl<j<k:

k
Qi j i, i
di = pr P=pt g

D’apres le théoréme des restes chinois,on a:

s S k
T = HZ/diZ = l_[ n Z/p; 1.
i=1

i=1 j=1

Comme G est abélien, il admet un unique p -sous-groupe de Sylow (car il est nécessairement
distingué). Quitte a se restreindre a ce sous-groupe, on peut donc supposer que k = 1 et que l'on a
(avecp =pjeta; < - < ag):

T=Z/p"ZX ..XZL/p*L.

Etant donné un entier § > 1, on note Tg = {pﬁx | x € T} < T (qui ne dépend que de G). Un calcul
rapide montre que le cardinal de Tg est égal a:

|TB| — pmin(O,al—B) mpmin(O,as—B) — l_[ pai—ﬁ_

itq. ai>p

En particulier,ona:

|75 .
—B| =p®, (B =I{ila;> B}
Ces nombres ne dépendent que de G, et ils permettent de retrouver les valeurs des nombres «;. La
donnée des nombres «a;, et donc les facteurs invariants de G, ne dépendent ainsi que de G. <o
Corollaire VI.D.18. Si A est un groupe abélien de type fini est sans torsion, alors il est libre.

Remarque VI.D.19. Ce corollaire est faux sans ’hypothése de finitude. Par exemple, (Q, +) est un
groupe abélien sans torsion, mais il n’est pas libre.

Exemple VI.D.20. Soit G le quotient de Z3 par le sous-groupe engendré par les vecteurs x; =
(3,—2,1) et x, = (2,0,2). Quel est son rang, ses facteurs invariants ? Etant donné un vecteur,
comment le représenter dans la décomposition canonique de G ? On considére la matrice :

3 2
M= (X X3)= <_2 0) € M3,(Z).
1 2

Le groupe G est le quotient de Z3 par 'image du morphisme de groupes :

k k
2 3 1 (1
7 — 7°, (kz) - M <k2)'

La matrice M admet une décomposition de Smith D = UMV avec:
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U:G é g), D=<(1) 2) V=((1) _12)

-1 -1 1 0 0

Donc a changement de bases pres, le morphisme ci-dessus est équivalent au morphisme donné par :

0-) 0-()

L’image de ce morphisme est Z X 47Z X 0, donc G est isomorphe a:
ZJZXZLJ/AZ X Z/0 = Z/AZ X Z.
Ilest donc de rang 1, et son unique facteur invariantest d; = 4.

Pour trouver un représentant d’un vecteur g = [g4, g2, 93] € G quelconque (initialement représenté
par un élément de Z3/{x,,x,)), on lui applique la transformation U et on réduit ses coordonnées
modulo les éléments de la diagonale étendue de D. Par exemple, le vecteur w = (8,—5,3) se

représente ainsi :
8 8 3 3mod1 0 0
5]|eU-(-5)=(1]~(1mod4)=(1 eﬂzmz.
3 3 0 0 0 Z

On vérifie que le vecteur w est bien d’ordre 4 dans G : on a 4w = 10x; + x5.
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